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∑ � ��9 ��9.�����IG�!	�����J��!�������+�
G�����6<�>����#K��G � -

"�!�������
<�L������!�H����791MN������"�+������=��!�����"��������O"�����&P��������!�D0��"���#O�������1��"��Q�
R �����O��������!��-����64"��S��
T���U��
Q��������!*��$S�*��������������"�"�
T�V���:��!�"�������"������V�1��G��*���
W R ���-��H2"�!*��!����-��
X�>�����E�������Y#E"��7���������5���*�����U������$-�����SG�����6Z������#E��!��0"��*�����
"�����!�HIG��������1����+���������9 ; G�"�!����O�A��!��1��!�B[������"�#���
TBV������G���������64��"���F[��!�����F
�����>��!�FO"��	���*!�����H\��������#��]��!��C��!����*����$ L "�������G�����64"�
TB,����"����������*��$�"��^G��5���
G��5����!4��!�������+	'_/�"�������G�����6Z"����7���*����3����4��������D0$*&`���������������SH�!�G�!�������#S�����������1!
������������!�8\�a���*�2���U����G�����$5�b�������a�������	������$����U�����-��!�������+�
Q"��0��������#�����#c����"���� � -
������$�"��4G�! " "�
<B L ��!�������+d�>��� dτ "��T��!���"��e"�����&c9f "�!������ (A) �g�����1����!�&0D0��F �����������g� ������������F ��!�����������64��"
/�hY������!�����!*��!*��35�i�j�*���������������������k�O������G�
1G5��D0�����k��!��*�I��67G��*"���#��1�l����64"��
���5������!*��$�9.mn�>G��*�l������!���!*��$=�1"���64��������$ a ����������#5"�"�
<�79<o<�>#^"���������#���������� � -
���������E�*���>��!*#E������������"�! a "��-�����*���iha��"�G�!��1��"���!���$�"������SH�"�!*���*"���#S�U#�����#�������#
"��*����������
<�p������������G�"�
T���� R h1hY��+�����"�������J��!�H��1����"�������$*&q��!�����"������=���	G � -����"���#E��G���"���+�
O������G����1�����0�������1��"��U"�!-��G���"���+��S��!��*������#�"���#�9�MO������#���������� � -
����������������!�� a ����G����Z�*��#5H�!�"�!4�*�e��������������$*&r�*������! c '_���79�s5t�8:9u ������������$4��!�67G���F0��!�������+�
A��������G�����#�������#e����������������"�"�
<��������!�H����

i
idr

d
i = 1,  ...,  Nr r

u =
τ

, . (2.2)

v HX')wb9yx�8.�c')wb9 w�8.������G������Z��������"���z0��"����

1
2

2 i j
i=1

N1

N

1

N j=1

N

a
= − ∑







∑ r r
u u , (2.3)

��9 ��9�������������"�! 1/a ��!���"�#�������#e������G�"�������!�G���!*������"���FS���������������S���*��B-��!�������+a9
M<����G���"����	�1��G�����$�"������=�������1��"��A���^hY�����������=')wb9yx�8E������!���G�!�"��=���*�]�

�����{��
1������!�"����|������������"�
 1

1N
drj A

j

N r
( )

=
∑ �VB�!���!�����������H\��&0D0��F}G�����64��"����



8

�����������
	��	������������
�������
�������������
�������
dτ2 �������� !��	��"�#�$����%�&����')(����

��*)	��������
��������+,�
	��"�����
N
��	��"���
�.-0/!	�����	�12�"��	������"������������	�13�4�)��	2	��
	�')��5"���
��	

����+0�0����������	�12����6"������	��"�7�
'813�� 9�
	�:;������1<��������"�
	��=�8�
 ?>@�,�����
�A�����
��������+B��� �
-�
���C5=	�6"����DE�F54�
�2������'��"�
��1�1G���)���"�
��'�1��"���"1G��	��G�"���"�
�����,���H�$�)�� I����	����
	������

������')����������+H�������
���A����+,�
	��"�����H���<�
*,�"���"�
����+H�����������"���.-�JK�
��	����L�M��������������+
NO�������)'��M>@PQ-SRADT���A��(M�C�$��U<���"�������
�����,����')�����
�LVW64�
����(H����1�6= X��	�Y7���"1G���0N �

-�
������6=���	�')(��
 X�Z����')���
���� T�Q���
���
���[�L�)��	�����+,��	��A���H�����H��\)]��"�
�������� ^�L�$� �
-�_����)- ��-6$������(C���
���$�8���"�������"�C�^��������������	�1`��������54��	�'�(���	�1`����')�����
��	`>a���"����� �
-�������
�)�F���:;���H������ ��	���(��A1b�������A���C��\)��\)U<���������F�
�A�
��*����)1H���M�$���_� I�G����� �
-�����
�����<��������54�
	�'��<���c������+2�	������T���
�A����� !D4-

d �8�
���e�
6f�8�
	���(g���
����\8�
	�6"����	������h���������	������
��������*�*)	��
	������"�����"�����
�)���C�
�A�
��*����
�2��":K���i�����"�����	���j�����"�
�"��	��F�
	�*)����1�U<������"1b�i����������������'�(������
�
����:;���
���.- d �8�
�����"���)��	���(��K�����[����'��?�k�
����*^��	�*����)1�U<�
*��"1k�)1��
������������	�*
�
	�6=�� !*l�����"�����m�����"�
�A��	#>@�����"��(#n"���o\������������������

A
�

A′ Dp����'��������� ��Nq������54�
	�NO�������X���`��\8�
	�6" #������*r�
	��"�����?�
	k��Nq������54�
	�Nq��1�*��`��������	����8�)- s ���
����5"')	��$�)�A���"1)�<���)t@�����
� ������
�3�[�)���"�
����'���:;���������u��\I���
����	���������+I��'�1p������*
�����"�����������"���"��	k\)���������
�A�
���)t@\���')(�v<��+w�������
���"���x����5=��	�')	[�p����6"���:Z�
���A��(�Y
����1�6"	���(2�����7��	��"���
�� ?�"���
�� !�y����5"�
	�')���K-�zZ�M*�����1M��\8�
	�6= y��	��"���
�i���
�G��	�' �

-:;�������2��Nq������54��	�Nq��+��Z�
��'������"��(�Y{�������
	����8�������������
����	����
 X�Z������"�����L�)1��
���k�
n"������G��\���	�6"	���G\��8���8�<�
	�6"')���
�� !��0�.����������')(����H�������)�����
	��� y���������

A
�

A′>@��	�:T�� !�H�C��������+k�����"������H�����A�
�"��	i�`���
�A������H�������)���
��	���D<�|��\)U<���g��'��8�
	��
\��8���8�|�
	�6"')���
�� !��.-!}#����'��?���������
���
�����"���p�p��6"�����
���������"���p�������"���
	����"����	
n"���H����'��)����1~��'�12������*,�������)�����
	����� !*,������"�����2\��������7�
	����� ^��	�6"'��)����Y��M� �

-���)�
����	���	�*7���������
A
�

A′.� 	�����������
�����
���Z�����"�����_ [�����"�
�"��	���������:9��U<�
���"1~����������������')(��
�3�)����5
�)����5"	)-8�T�)�"��(c���"�
�� X�Z������ �� !���
'�1<��	�:K�
��+,��6TnA����*2�����"�����k����'��8�
���� T�Q����54�
	
�
	��
	�')	Z�����"�
�"��	Z�
*<\� !')�2�������_��U~���
 �-��c������

R r R r r r i NO i O O i O i O i O( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ){ }, { }, , ,... , ,1 1 1 1 1 1 1= = ′ ′ = =′ ′ ′

r r r r

5$���
O
� �G� V��
	��
	�')	L�����"�
�A��	2��'�	�\����
	������
����+��2�G��vc���
� *)� ��	�� �
��+��2���
�A�����

�����"�
�A��	Z�����������"���"������������-
}_�����
��+H������ ���<����'��8�
���!�Q����5$��	7�����
��	 �i� ������"�������"1,����������������')(����

�����
���
O
�,\��8�
�"�c��	�*)���
����(��"17�)1��
���k�c����������������+,�����
����+

A
��')	�\)���
	��������
��+��

�����"����� k�����"�
�A��	)-��c��'�����	����

R r R r R r i NO i O A i A O i O( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ){ }, { }, , , ... , ,2 2 2 2 2 1= = = ′ =′ ′

r r r



9

���������
	����������
����������������������� �"!
�����$#��&%�'(�����������
�����&�")���*�+�#������,	$��	$�
��#��
�����
	$�
�����-#���������. A �  O '������������#�/�01
�������
)���#�'�#�2 ��2

r r
r r i Ni O i A( )

( )
( )
( ) , ,... , .2 2 1= =

3 ��4��������)�������#����&�4��#�	$��#����5'������������
�����&�6���7��#�������	8!
�����$#���%6)���*
!
�"#
����.�������������9�%:
���#���	;�<��#�����=#��>'@?��A)>�A#B��#��������
#�/��*8��#B��������)������
#����&.
��#�	$��#����C!
����?������
#���������9�%C
���#���	;�D���C���
���������>�E�)��������F#�������� A ��#����� � -
#��
��/����G#�������� O 2�HI#���#J�)������$�������
�

dr r rAO A O O O
r r r
( ) ( )

( )
( )

( )= −2 1 .

K )���
/,����) r
rO O( )

( )1 ����)������L��	$�
������#��*4���
)��>���MN���
��#����O#�������� O 'I����# � -
���&9���������)��
�A*>�=#��*P�RQ�MS	F!
�����$#��
%PTU#����P�����G#�������� O V �����������W��������)������
#>'�#��
�6)���������	:
���A����� r

r O O( ) = 0), 
r
rA O( )

( )2 V ���
)������MN���
��#����C#�������� A '&�������=) � -
��*��
	$�&9����PX�MS	F!
�����$#��
%�2�YP	;���
	

r r r′ = −′r r dri O i O AO( )
( )

( )
( )

( )
2 2 ,  i = 1, ..., N.

3 �Z����#���*[���4���
����9C�����#���+�#����\�[�������
���#����7���
����������� ′ ′
r
ri O( )

( )1 ']�7���

����������9C����=#�� V ����������0^�
9E���
����������� r
ri O( )

( )1 ']������������	_
����#������W�
�����6)���*
����������` ������9W���
)�����
����MN���
��#��������

dr dr dr i Ni O i O AO
r r r
′ = − =′( ) ( ) ( ) , ,... , ,1 (2.4)

�a)�� dr r ri O i O i O
r r r′ = ′ − ′′ ′ ′( ) ( )

( )
( )
( )2 1 , dr r ri O i O i O

r r r
( ) ( )

( )
( )
( )= −2 1 .

3 �Z����bJ�
������)���* d O′ ′τ( )
��������)��
��*���#�=*P������������������� TNX52SQ�c�d

(O )
2

2

i(O ) j(O )
j=1

N

i=1

N

d N

1

N′ ′ ′′ = ′ ′∑



∑τ −a

2

dr dr
r r

.

e ��)��#�������*�*4�4�������
�A0f����=#�/4+�#������4����������=#����4���$����bG�
���������,TNX52 g�cL'
������������	



10

( )(O )
2

2

i(O) (AO) j(O) (AO)
j=1

N

i=1

N

d
N

1

N′′ = =−∑



∑τ

a
2

dr dr dr dr
r r r r− −

2

i(O) j(O)
j=1

N

i=1

N

N

1

N
a

2

dr dr
r r− ∑



∑ ,

�����������
	��	������������
d dO O′ =′τ τ( ) ( ) . (2.5)

� ��������
�
	
0

(AO)

(O)d

r
r

u
dr=

τ
� 	��	��������
������������������� ��!#"$���%&���
��'(��"�
��)

���
������*,+-�������
����	.�����
������������!��
�."�����/���)10�2���������*3�547680 9�:;������!#<������=��	��>��$�	��
�
�? 	����
��� '������������
���@*,��%&��.��	�<
�
��	���!&$���=�+,��
��*A$���"��B
dr dr u di O i O O
r r r
′ = −′( ) ( ) ( )0 τ . (2.6)

C 	����*D��=��
	�����*E���
	�$����
����$�	F4G6H0 I�:J�K4G6H0 L�:,������!.���
	�"
�
M�
���
�
+E��<��
��� = -�	��>��$�	��
��'N����	����������������)-�
!�O������
��$���)-*,� � 	��
�
���10JP&��$�+E*Q'�$���'�������'R�����S�����
$����*T' τ ����	��>+S$�	�������'U�
�
$�	��
�
	������
+E*Q�����
������������!��
�A<������=��	�����$�	��
�
)V4G6H0 L�:W�
��0 ��08�	�$����
����$��K4G6H0XI�:Y��Z<��� �>����������������'��3��	��5$5����	���"	������
��)[�������
��H�T	5$�+E$ � -"� � ��'
0 \

�&/>	����
������$�+ � <������=��	��>��$�	��
�
)K47680 I�:,�R47680 L�:S������"���� �]��=�+,��
���#$ + -�	�%^���
�
�S"��'�<��
����=��
	�����$�	���
)����������������)
r r r′ = − =u u u i Ni i 0 1, ,..., . (2.7)

2&������*-� ���K<������=��	�����$�	��
��'(��<��
	�$���"
���
$�+_"��'($���� � ���
������*V����� � � -��	�47<
�.���	�)�
��)Z*;� �����"$���%E��`#� � � '������
������������!��
�&"�����/,"�����/�	&<
�����>��<
	�������!�����
��5�
����=�'���	�������!��
�5�a<��� ����'��
�
��)A�������
������!�OF:b012�����'����
�a��
���
M
�	���!��
��)A��� � -����*,+V����� �����	#<
����	#�
����<����"
��������
0HcEdT���*3������������*-���
��������
)5�
�
���M
�
	���!�� � -�����e�f��������$���������$����
�
�g������	��
��$��
*h��$�'���!i<����"
����%&���
�+ � *;	�����*,	������������� �
��������� � j#���
�)Z�;���	�$��
���
��'�*,�#"$���%&���
��'�$�*,� � 	��
�
���EP&!�O.�����
	�0
kml1n1o@p1qEr3s
t3u3vmt5r3w1x3yJuHtzu3vJ{A|&}T~��p,uHxRy��^p1�Et
q&v

� �	�$������
�547680�� :&=���"���5������%&����!5�����
��$���)R"��'K<�������
���
��'K	��
	�����/���$
�>	������
��$(��� � �	��
���
��'(�(���	�$��
���
�)�"$���%&���
��'54�"
��'a"	���
��)R*,��"�����R<��
	�$��
� ! -���)U/���$����
����!(�
���5��	������	 � ��� � �	��
���
��'��z	(���	�$����
����$�	 � �T$�+,�	�%&	�O#`F� � � � -� �	��
���
�
�&��������������)a$��������
��
+@�8<
����������!����Z����<
���
!F� ���a�	�$����
����$�	#=���"����^��%&�



11

���������
	������������������������������������������ �!����
"��#	%$�����������&
����'��%�(%����)
�*�����%$�� � -�����,+.-�/10
2324/
5 $��#"����6�������$����%�7�������
"������8,9:���*�����
��;������(����<8=�����
	%�>�?�@��	%�
'��#	%��/

A ����B����(�B��C$D�������
"��>��������E����"����(%����)
�C$����>�F�>���*$�G���"���	H)
���I����(������EG������ B -	%�
�����
	���B��J$�����GK'����
	%��;:LM$K�����
"������N
	��,$��#�,���%�>����O!�
	%��)
�%��%B�	���B�����	��,�>�
	 � -�
	%$��������H������"��>	%(��P'�	%�D�������
"�����������:�����#��;����%�(%����Q��R���R�>��
"���$���	%�>�(������R�*� � -�����
��;������(�����Q*�����
	%�����6��	%�#'��
	%�D����������B��������
	%�
�C�E��������;��������SO!��G����T&��>	�� � -)���$��>8,9:��)
��� $U'����
	%�����
	%��� ��$���&
(V��$���Q��
	�$W�����
	%�����X��	%�#'��
	%�Y���W��$���Q��
	�$��%���
"�$����Z�>������	%�>���B���	%�����7�[�����#"��
	%��$����8\	������
	%�>�?�:��	��
'��
	���/

] �%�>B�����$��>�\$\������$���Q:'��%�
	��H+1-P/ ^<2_�4�����_�:B�$��>"����>	%��$�������%�<'����

1 1 1
2

2

11

2

a
= −









==
∑∑

N
u

N
ui i

i

N

i

N r r
.

5 �`"�������a)b��������� M '��%�#	%��;c�7�����
��;����������7�d��$���Q��
	%$��*B���	%������Q�I � -
"����!��&e�<'��>	%(�/ A ���
"��
	��%$����!��������
"������7����$������
	%$��K$\����
"��<8,9:���!$���"���f

i
i=1

M

i
i=M+1

N
2

j=1

N
u u N

1

N
2 2r r r∑ ∑ ∑







+ − =u
N

j a2
. (3.1)

g ���#��;������������D��$���Q��
	%$��C&
�>"���������QU�����
	%�����h��	%�
'��#	%�dI���"���	d�������#" � -
���	%(%�#�a'��
����&S"��������F��'�����B����iG������%B�	��
�����
	%��B�� N−M '����
	%��;j+.����k'��
����&
��$���Q��
	%$�� M '��%�
	���;�LlN
	%�D	>���>"���;�����������Q!�>�����>��Im������� "�����������d�����
��;���� � -
���7GV��$���Q��
	�$!�����
	%�����n��	%�
'��#	%�%2b/�oa��GW�����F��9:(>8=��I���"����qpT�����_���������$��>	%(
B�����	%�
����Q������#��;����%�(%�����
	%�������
	%�����S��	%�
'��
	%��/�rZ���������������R'�	%�C$D"���������Qm� � -
"�����H�����
	������\��	%�
'��
	%�K��I�����&e���#	%�
�E��&�s���������"�$����Z����)
�:	%�>���t\Lu����B���	�������G L
'����
	%��;m+.�:��GC��������9:(�8v&
�>"����
	%�
�C�*�����
	%�����DB�������"������>	%2 �ms>����"�$����Z����)
�D	 � -���t L $�����Q ����$���B����������
	%� '����
	%��;��w"�$�������9,��G��
� ��	%��������	%���(����
s���������"�$����Z����)
�:	%�>���t�/�x\��"C'�������$D$H����"��>��d�������
"���<���#	%�
�H����$��
"��������>��$�����G
'����
	%��;���$*	����h'���������Y'����
	%��;Ws���������"�$���������)��y	%�����t���������B����(%B��Y$!�4�������
+1-P/z0
2�N
	�� L '��������$D$H��I�9,�>�������'��%�K"��>8\	E�����������$���Q�$�B���>"{/�x\�>����B�	%�
�C"�$ � -
�Z��������'����
	%��;E��	������>��	����(����\$���I<����������)
�:s���������"�$���������)
�K	%����%tK�����Z�
	\I���	%(
����&����'������ / 5 &���$������������
	%�D��	,N
	%��)
�E�>���#	%���_�D��	%�
'��#	%�E+1�K��	%���
'������������D'�� � -	%��;��������\$��7I��������������6$�B��>'����#	%$��Vs>���>����"�$����Z����)
�W	%�>���t%2C���������S����&�$��>	%(
�����
��;������(�����QE����E���������
��;������(�����Q{/<|F����H$:B��>'����
	�$���s���������"�$����Z����)
�K	%����%t
$���I����%���:�����>�E�����
	%�����K'����
	%��;C�K�������
���%��� L+1, ..., L1

�P	%�J"�$����Z�>�����K��� � -
������	�����$��%������G N−M '����
	%��;d��	������>��	����(����H����)
�D�F�����
	HI���	%(D�����7�[/_o���� 	 -



12

���������������	��
���	
����������	����������
������	�������
�������
��������	���� �	��!"���#����
�$������������
% �������� �������&�'	������ ���
�$(�����(����������&	'������� ��	
�$�)+*

, 
���-.�	����������/���0����.��&���
�$1�2��&	! % 0������������	����0�
�$13�����&	4�����)2����0���
�&	��
�$
�2��&	!5���������������1�	��������' % ���26�-��� �����)��7-�89��������������
�
�6���&	�������������14+&:-�6�6	
���!;�
����
�$��������&��������2����&��	��������
�4�
�-.&	�������������	*=<"��0#��/����������	
�>?���@��������&��������@� � -6�&���&	!;���	
�$A4+&:-�6�6	!#����0������	!"����BC�����(�	��0�
���
�&	!"�=-�����
������ % ��������BD89�������(����� � -�����������E���	����&	����������
�������)F>G/���������������!"�H�H6�
���
�89 �BI���KJL�	��������/��������� ���!"M

�6	��&	����
�&	
���*�N��	���	��
�������-.�	����4+&:-�6�6	�?OP��&	��M�6	��&	��������&���������0���� % 4������	����������)F>
6	
�3���
��Q-�R6�
���-.�	��BC�����1��&	��-.&	��������������*TS2�����R��������&��	������
��5����������������0���� � -�����	����0����R3�����&	4�����>"��
�M.&	������B98D�������R��
R��&	���������K>U��
R6�
���-.�	�����V��&��R-�&������ � -�	����>9��!�&�������B989�	�#��
���
�$V��
�M�&������������W��
H��&����������X���26�-��� ����5��!"��&�������
�$
������������!X����������'Y* %[Z �����������">�����
R������
���
���
�4����	����0����\&	�����7-.�=�	�������.>=��0�
�� 
 -&	!"M(��/=��0�������&	��
�$]����&�!��	�������������9��6�&	�������������������@4���������������!"MA6�&���
���&���/ 
 -��������$56	
���-����������� #����0���
�&	�����W����&	��>^��!"���5&	��/�������!`_�
�&�
�0����	!;� %ba�c�d.e )1�
��
���6�&	
���/������	����!gf�$�/���&��2����
�� %ba�c�h�i )7* )(Ng����jD���k����-.�	���@6�&	����'���6	������ ���
��

��������	���^/b��0���B^�	���������(�9��
��U>l����
(4������	��������!m6�&���
���&���/�
����������A�	�96�
����b-�����& - -BC������>���6�
���-.�	��BC�����C0���0C�����������������n����M�
��	��
�4�
n-.&	������������� %[o * a )+*

p ��������
���&	���H�������	�����A��������!"$R6�&	������&R���	��&	'������� ���
�$�������������!X
 � -���	������*Tqr��0�
���
�$���-������]�������������]
������	������>Q�10�
���
�&	
�$'�������&��������(������MG�	��������'

�	�����s��������&�������
�����&��	
�>2��* ��* du
d

0
r

τ
= >;47��� r ru u= ∑1

N i
i=1

N >U����0�-.Bt�����������Q-��

0���������������������&	'������� ��	
�$A
�6�&	�����������A��89��uR��M %�a�c�h�c )+*�v=��4�0�
(�����	���� �>l����
(� B -�����������������2�\
�������������>L�	�����"-�89���:����16�
�����
����	��
�$���0�
�&	
����� �Bw
�����
����������� ���

-�0���/�������
�$K>=����0��s����-.�	���x-.�	
�����������
�&����� #3���
��y-#-�����
�����BA*=zC/ %|{ * a )1�2
�����

/b��0���B^�	���� �>;����
}�	�.�@��������
�4�
#0����������������������~
������	��������-.�	���@6�
�����
����	������

��&	�����������+-�������&������]0�����������������0����]3�����&	4����]������M1�	��������'T*y_�-�������
��54+&:-�6	6 
 -��!"M����
�$�������
�����BC���1��������-�������
�M.&	���������	�A�7-����2��&	��
�4�
���26�-��� �����������M�	� � -����' % 3���
��D��!"��
��1��
��s��
(������������ 9�1���9
�����
����������A��
�4�
�>�����
A'	������&��2�����^�	� � -�s�������@�6�
�����
����	��
�$m��0�
�&	
����� �B9)7*��K-����������	�������� ����6���&� :>;����
���!��	�������������
������������� M ���������	'}/b����0���-�����>���* �.*y��/������2
�����$������������2�}���]����&�-�4�������	����� � -
'	�����]��
�����
D6�&���������&����	 �*�S2���������������	��
9�(3���
��#����-.�	���C��&���/+������������
��������^�	� � -
����$5����&��@6�
���
��s���� N M− =dE

d
0

τ
>�4+�	� EN M− = ∑ i

2

i=M+1

N

u
r >?�l>?0���0���
�4+�	�

��������-�������/ %|{ * a )�> d

d
ui

i=1

M

τ
2 0r∑ = *KqL��0A0���0A6�
��������	�����^&	��������������
1��������&������ � -

�	
#
����	
����������� ���
#6�&���
���&���/�
��������	$m�Q����������� % 3���
#��6�&	�������	������
��	���W���	�������

������	�����:>2�	�����U-�89��M������6�
�����
������	
�$#��0�
�&	
����� �Bt
�����
����������� ���
�	������
�$	)�>U��

�2
�����
C/���6	�������� 



13

α τ
αΧ

d

d
ui

2

i=1

M r∑






 = =0 1 2 3, , , , (3.2)

���������	�
������������������������������������ ������� Xα
�!�#"�����%$&���������(')������*+�-,���/.0� � -

�������1�(�324���4'+5����1������� ����76 5�������6(��� u0x):

1

00
X = = −





∑ ∑

∂

∂

∂
∂

∂
∂

u

u u
ix

ix ix

'

xi=1

N

i=1

N

u
.

8 ������� �'�'+9����:�����������������7,;.=<�> ?�@A2������"�B����

r
ui =∑ const

i=1

M
. (3.3)

C �1����DE���F��G�HB���6����I.J<3> <�@K��� me
.0������B�����5���� �L2
B���M���4'N������6���� O -

P;��O:������� ��:����������5���,���Q+B���6(����R:,�� ���B������E����6 6 � me 
���E����� ���+����� B�� ���'42����

�1��DE���+��������DE����S����,�����O	2���������������32����6�6 �T��"5���������@�>�U+��� � �

m u conste i
i

M r
=

=
∑

1
, (3.4)

��> ��>6�"������������LOH������"����6E6 ��6���� ��� M B���6(����R�6 ��Q4�����'#����6�'�>�VL�4';��G�WX� ���X6 � " -
B���'Y6��
�����Z"����#"� �[6 ����#"4*;WX� �N"6 ����,����Y.05������������O�@\�����(��R������������6����%, � -G�����������O:6 ��6���� ���7����6�B�������]

( )α τΧ
d

d
NuEN M− −





=
r2 0. (* )

U+�1"6 ����,��':.A^�@_2�5���5:�� ��5��:����5����������#2`������"4B���*+��6('a"4����,���� ���'b.=<�>c<�@��
6 ������,�����6(��,�� ����������������+����5������:6���Q�������� ���'����1��"����6 ��.=<�> d�@!>fe������������L2gB���h,
�����������i��G�WX� �Y6���"4B����;������,�� 'H6�"������:,-.=<�>kj�@A2g'�,���'�*;WX� '�6�'h���h6�"����)5�������� � -
B�� 6 5���Oh9����(������� Oh6 ��6���� ��� N B���6�����R	2g���X��G�'�������� ������H6 ��Q������'�����6�'�> U �;.=<�> d�@
���S6 ����#"���E� WX��24B����

m u conste i
i M

N r
=

= +
∑

1
,

����6�5�������5 "X���S,�6 � �!���E,��L��������� ���E����,�� ��6���,��



14

m u conste i
i

N r =
=
∑

1
.

���������
	���
����
��������
	���������	����������� !��"#���%$��
���&��$'���)(������
�
*&��������*�	���*�� �
-��*+���
"����������-,.�0/21�354����������'$��%��4����76�������8������7	�����9:$��
������;7�<4����������'$�����4����

6�������8������=1�	��'/>�����'*?;����'�����+,@�����A	����%8#�-,@�'���'��B���/C1�D!�5��"�$��������	-	=6������
���
"#�������
�?	A('������;���(���,@�
/E���F,@���'*
�����0*G�%�+	
����,@������,C�IH.���'�=,@���'*&���
��*+�J3 ,

-,.�%�����%*K4���� � ���'$�����4��%*K6�������8#�'*

E =
1

2
u

i=1

N
me i

r2∑ ,

���)L
3�1����M,@���'*����
��*)�N�J3',.,@�%����D��N��,@(�3'��
�O�%���0����,@D N $����0����;G�P4��
4������1�3�0���"C�������� Q R�
H.���'�S1��T*K����������,@D M = N $������
��;U(����,.�%���'���E���WVI�����'���%"#��,@�
��
��D!�

��(��0���%���
��D Xα
�T���K��"2�Q���X�� Y(�����3T$���,

α τΧ
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d
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i=1

N 2

i=1

N
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−

























 =r

,

�� ������,@����,A�
�
/21�������	��

u uix
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∑ ∑− =
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0
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r
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i=
∑

1

N
− r
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i=
∑

1

N
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4���[]$��������^������,��I����9������'*�������*A��-	���� �
-

$������ r
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∑

1
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-���%,2�
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���%�����b�J3',.,@�%������8��7� ,
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��������� M = 1 	�
 ���������������������������������� ��!"��#������%$'&)(*�������,+�-.��/ ��& M = 2 
 ��!�102+ 3 	 ������������

m u m u conste e
r r

1 2= − + .
-'4���5��76869� 4���������4���:���:;��<��=����/>���@? ����� �A4���:��)��/ ��:��B��;:�4�� �8� ��� 
���8�)���

m
du
d

m
du
de e

r r
1 2

τ τ
= − . (3.5)

C /)���D����! :��)��&E:�FG4���HI�)�����%:J�4���:���KL����/ ���M�N0�+PO 	 /�������K r
F1 2, 
 5��)K�/ � -

:)��(%QE��KR���M� �S(B����/ �������D/)��/ ����4�����FUT ��KV�S�,+ ��+75�����&W����#����X��<�4���!"���X���4��>5 � -�,�)�����./�����F 	Y
 ���Z������������V�����������[T �\� �Z! ��#������]$'&)(*�������,+
^ ������:�� ��/>��:��)����������! F[:���_�/)���,��K r

F2 1, 
 5��)K�/ ��:)��(%QE��KR����T �S(B����/ � � -

�`�a/)�X/ ����4�����Fb� ��K 
 :����,������� � −m
du
de

r
1

τ

 ������������c�������,����0 �\� �=! ��#������

$I&�(Z� � ����+
C /)���Z�,/��,��:����I�ed 	 ����4`��f%��� ��/ _ 
 �,+ ��+,g����)_E<�Fh��5����Z��!]#����i������)���Z:�� # -����4�� r

p �������/>����_`����� 
 ���D5��������)_R/)��/ ���)�8�D����/ ���>���D���J<���5�� ������� 4��������,&�����K 

���/�#����,&�#)�%/j�,�8�8��4���F[K����8��,��&�/]:�F[<�4���������K��k4`����FV����/ �����W���]/)��g�4����,_�� ��/>_�+

l �4�� 5��,��� ���)�8��Km�i��5��)�,�m�����>4���������&���F[�%/):���K�/ ��:��W:�:���5,_���/ _J:�/)��� � -:�� ��/ ��:����n�\:����4�� 5��)���)�������@/)�8F[/)��� 	 /o�4�������������qpV��g��,+]-'4��>5�/ ����:��,������_
/)���8��� �nr]+ pV��g��s� �)t�u�t 	 /�6v��4��w�,���,4���:�����Fx/)�,� 5���(%Q%���c��<�4���! ���Iy%z l �8�)/>���
����� ��������<,FX��������/)����&%5�:���HG��Q%�)�)/ _����)�,� K #��4���/ ��4�����/>��:)�R�\#J#���#���K7������<���5�&
#�����4,5�������������KV/)��/ ���)�8� 	Y
 <���5��)�a4���/)/)�8���)4���:�����&R���)���/ 4�� 5�/>��:��)�����M���"�{����� � -fE��������# |Z}k~,��� �8��4�� 
 ���/ 4�� 5�/>��:����X#�������4�F[gL�����,&�#��D�V�8��H'��� ��� �v}��,}k~,��|E�
/)��/ ���)�w�D#�����4�5������)����+ C /��,�J��/)����:������ed 	 :�F���������)��� 
 ���J���4�� 5��)���)���J����� 4�� � -����&�����_�/)��/ ���)�8�o����/>��� ���h�\,4������)� 
 #���#����)� #���:���5��>��& 
 ��5����h����� 4��������,&����)_
/)��/ ���)�8������/>��� �����8��HI�>��5�:���� �)��&�/ _D��������/)�����)��&�����5�4`���"��Km������&�#��D/W���/>����_ � -����KD/�#���4���/ ��&�( 	 + l /)���������Z����4`��fE������_Z��/)�,��:���_J�Yd 	 5���������KD�8��5����,&�(������/ F -:��)(*��/ _ 
 ��M#�4���K����)K��8� 4�� 
 :�/)�D���)�����>4���������&���F[�m/)��/ ���)�8F;����/ ��� ��� 
 5�:���H � -QE���)/>_���������/)�������,&����D����� 4��������,&���F[gR���/ �"����)���)�,&����R�R��/)#���4���������+�����/)/)�8� � -4����X5���_R�4����8� 4��D/)��/ ���)�w�{����/ ���>��� 
 /)#���4���/ ��&R#�������4���Ko��������/)�������,&����{���)# � -

����4���K{����� 4���������&�����K{/)��/ �����iFs4���:���� r
u0 (τ) 
 �4��,���)� du

d

r
0 0
( )τ
τ

≠ +�-.��/ ��&

M = 1 + l ����� 4��������,&�����K�/)��/ �����i�'����/ ��� ���Z:�F85��)�,�)������_m����_%����/ �������*5�:���H'� � -
/ _Z/.���/ ����_`������K�/)#���4 � / ��&�( 
 �,+ ��+ r

u1  = const.
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������������ ����������
����! �"�����#$�%�&��
'�(��)*
�+�������
'��)*��),��"�-�.�
'�'/
-�.���+�#0��
��1��2�/3����"'-	.���)4 �"��5�!��
(.��������6-���7������������98 :<;�.�
��!+'��=�#>�?-���7�������������;
�����!+'��)*����+'�!.��@+'


du'
d '

du
d

du
d

du
d

1 1
r r r r

τ τ τ τ
= − = − ≠0 0 0,

+�� ���A8 :<;B�!
�7����DC�E�FG+'����
 ��
(�H-�I?
'�@+'�!�%�����!+'���@+'����������/J.�+'�K-��("��������L�NM��O���K� #
-����"����H�!+��!�O�A-�7�
'�!
�������)P��"'-	.�
��'/�����
(.�������"'-	.���"����(E���#A/	.�+�� r′ =u const1 ).Q 
�����I?��)R���� B����"�#S�����!��=����D �"	�K��
�����)*
(+�������
���)*��T�U��"'-	.�
(���J��� �
- ���V*VXW@Y�W�Z�[�\�Y�]���
��O��]O��Y�W�)*W�Z�\1����W^.�_�W(Z�#`��Y�
'��W(Z��@a'��W

Nu
i=1

Nr r′ = ′∑ ui ,

��]�_�-�.�\�)

e
1

e
i=1

N

em
du

d

d

d
m u m Nu

r r r′ = − ′ + ′






 ≠∑τ τ
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���]�;&.�
��!a'\K��]���_�W@ �Z�W�T!]?Y�
���W�Z��!a'��
�/3)h]�i�Z�]
]�a']�iA �W��!a'��\�a'Ej�6��]��k �W�;��!a'��\�W�)l���(W�2&.�
��!a'\�[L�(\��@a'W�)*#,Z�
B8�:mFn.�
'�@a'\�[H-�/oa�� W��o�
��\�_�]�;`\�Z�W!Y�[�\�\�/p �W�;��!a'��-	F6e?W�;`Z�
Lq!a-9.�
��!a'\�[�-B� Z�W \�Z�W!Y [�\ 
'_�E'Z�]�; ��\��!a�W�)*W
]�a'�!.�W@a'
��orX
�s&a�Y�
�s�a-�W!a'�!�K��Y�\�Z�[�\��UtB
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&�&Y�
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�2UY�
�����)*
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5-	Y�]���Z�W1-	Y�
���Z�W�Z�\�;` ���\�ifW�Z�\���/* �
'_ E
-Z�W(;�I?W�WUY�
'�!��\�a'\�WU �
�Z�Z�#024��Y�W! ��!a�
'��_�W�Z�\�;wa�Y�W(�'-�W!aH/�W(�!a'W��!a���W�Z�Z�]�/x����W! �W(Z�\��

�
�s�]�Z�
� �_	�6��\�_�#�/��!
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O��)*
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���Z�#02?_�\�Z�W�W(s��y�
z�{J|o}�~X�X�J�p�X�L���p�o�����d�������X�3���U���L���J�����U�d�o�3�X���J�J�J�&�
�U�H�*���������p�����X���o�v���c�D���������p�

N�fW�]�����]���\��*]B]���Y�W!��W�_�\�a'�H�^s� �s�\��g]��	Y� �¡!]��g¢�¢�W!��W�Z�Z� (£9�* (a'W��* (a'\�¤ W
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]���¨*¤�Z�]�¯4Vp\�¡\�¤�W ¥ s�]�¯`�h]���W�_�\4¦�¢�Y�W��p£ τc§ ªJ°�±	��W��S��]�_� � (a'���p¤�a�]B¡! ��� 'Z�¨ N¢�W�s�a']�Y�Z�¨0� ¥ _'±	¤� �¯�Z�¨^�1��Y�]�[�W ¥�¥ ]�¢1¦�Z� '��Y�\��*W!Y���]���Z�]�Y�]���Z�¨0� ¥ Z�W�¡! '¢�\ ¥ \��*¨0�*\
��Y�\�Y� �e6W(Z�\�£��*\ § ��s�]�a']�Y�¨0W��*]���W�_�\�YH±	«OaO¢�W�_�\�¤�\�Z�¨ dri
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 (i = 1, ..., N) ¥ ±	¤ W -
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���������
	�������	�������������������������������	�� ����!�"�#%$����'&��
i i j

j=1

N
dr drη = − ∑







2
1r r
N

�����()�*��+����,-��./�0.��������!���12�3�4+����5�5���������3�6#879�:&����;�����5�����
��<�=��5���>&����
���5&������<��12�?����@A�5����.������B���.���+�"�=����B������	�12�8���5	���&�����������./�C+	������ tc

=9&���� ( -
���D+�12�������5���<�./�-.����������EB�������

d M dc Oτ τ2 2= ( ) , (4.1)

�'&�� MO
��F5��@A���
������G�H�
�����3�
���5����.
�����?�()�5&�������I.����:���!�����!J+������5������1 dτ2,

������	��
�?���5	���&�����������./�?��@�KML%#ON/PQ=6����R�����S�TF������
�����&5	���F����IR����U	��+�����.���+��G� � -	�������.�12+������.��)����%V

d M
N

dr
N

dr

N
M dr

N
dr

c O i j
j

N

i

N

O i j
j

N

i

N

τ2
2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

= −






















 =

−










==

==

∑∑

∑∑

a

a

r r

r r
.

W �312.��J+�+���&������5�X����������J+�13	���()�����5�Y&���� dτc
@A�����,D�������.��J+J.
� � -

& �:,�ZB���[#%\J�()���G�5	���&��������()�5��<�=6����]���&Y	������5<���12�^����.���+I��./�������+�����+����.��
� �:�����_.���@�&�������I+�.��BF������
�-������12�GR������������+I+	����3�����%=6�������:������312�G.�	���+�� � -���������5�&��D���.���+�.`&�+��5()�������
��F�����<EB�����B����.��5���.���	��������H�5����.������?�I&5	 �5�����
��F�a��������+�#�b)F?R/���������&�	���F5�����-F��&�����.�����@�����?+^c�de#%b).�	���&�����������!T��������_� F -
	��@A���8+����5��������� ηi

�H�()���B����./����+��5��<D+�.������+��/��.���+���� MO i( )η =e�-&�����+�.����

���.�����f 1

1N
MO i

i

N
( )η

=
∑ .

g ��.��<����
@A�+���.����312��.����:���!���12��+������5������1 ηi  ���3��,-�h������������1i�
&���.�����	�.
���JKM�����X�&����������+��I	��.��5	��/&����5����12P'#6$j����&��G+I��.
����+��5� �Y+�12�����5���
���5�
��	���&��
��<����!C�����	��
�H1hKM.��[#�R����+�1k	��
(l��������=�����5	����3��	9=�+B���������[7H# ml# nS����&��������
(1961)):

a a2 2
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2

N N
M

D d

N
i O

i

N

i
i

N
η η τ−

==
∑∑ ( ) ~

( )
,



18

�����������
	��������� D d
N

D i
i

N
( )τ η2

2

1
=









=
∑a ��� �
�����
�����������
����	����������������
� � -

���� �! dτ2 " ����	�����#$����%

d d

d N

cτ τ

τ

2 2

2

1−
~ . (4.2)

& �
������ �!'�(���� ��������� �!)�+*,��-��.����
�����/�����!0%1���2#$� " ���� ����� �� " ����� � -��������3�4�5�
������6/	�������-7�� ��.�869���4:
�.���
������ �!)6(*,��-��.���
�
����6;�����
����< " ����������!'�
���=>��	�������-��� ��.� "@? �.��-������A� dτ �
���������
 ��CBED �GF�H BE�I����%J����6K	.���� .������LM��������� � - ����3�� ���L�%1�����
�.� HN��O ������-7 ��������� " �����P�Q	���%1��RA�
=S������������TE �� ? #����Q����	��Q�����
��� "
 ���	.����%1��� " �����%1 �!)6 " %1���2#�� ? !1���5	�����#����
 �!U���������� ��
 ��.� ? ������VA��� "  ��9���
�����8����%W�
��#$����� "  ��X%1�
 ���VP��� " ���
% O( )1/ N .

Y ��� N → ∞ ���
���.���� �� dτc
���
���%J�.���3�P� dτ 	��A������������ �������� �.Z ���N������
�[������� ���VP� ��.�K���.���
������
�
����LM���
�������\��!)	����. ���=>�����]������ �� �^Z ���]#.������ �� � -���������3�����>	.���� �_���	I�
�������������3�����.�>�>%1�����
�.� �

` �aQ ��A	������������� �#$��� " �����I	�����#����
=ARA���������->BEb �GF�H #$������ �� ��.�[BE�� ���6
	������]*,���c#$���.��#��������
���.���� �� dτ H ��������=>����� " 	�����#���� " �
�.�����3�������
%+%1�
���
%1�
� � -���
�
����6d���������% " ����������!'�e	���-���������=>�\�
�����3��VA�
���M����-����.�� �!)�M��	�������_����/ ��
�
���
���.���� ���%J�M�KBEb �GF�H BG����% %f# ��� �����  �!)L " ��� �
� _�� � �����  �!)L\�M�.�8#.������%1�
���
%1�
� � -���
�
������-������� �! H��@g ����%f#.���]BGb �hF3H ������������- %1��a  ��������A#�%1�
 ���VP�.� �I�����
�.�] ��
- � -�������%1!)6/*,��-��.���
�
����6d����-�%1���� �!)65������.���� / ��\�3���� ���_�# " 	����
�����.���
#9�����
%,�
��-�%1���.�8�������P-N����
�Q�������
-Q	.��� ���
���� �������
  �!)�����
���.���� �! �ji �������
 ����k#������� ��
 ���L
� ? �
-N����-�%1���� ���%f#����.�8#��]	���-7�����$�8�3�P��!)�
����-��
�������
aQ ����A	�������	����.��al�
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