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1. Ââåäåíèå
Â ýòîé ðàáîòå îáîáùàåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ

ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ãðàôà [1]
� [6]. Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ (â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íàÿ) ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Â èñïîëüçîâàííîé
ñèñòåìå îïðåäåëåíèé àâòîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû òîïîëîãèè ñîâïàäàþò ñ åå
ãîìåîìîðôèçìàìè � òîïîëîãè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè (èíîãäà ãîìåîìîðôèçì
ðàññìàòðèâàþò êàê áîëåå îáùåå ïîíÿòèå).

Êðîìå òîãî, áóäåò ðàññìîòðåíî ñïåöèàëüíîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
òîïîëîãèè, ïîëó÷åííîå ïóòåì îñëàáëåíèÿ áàçîâîé àêñèîìàòèêè (èíäóêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà). Êëàññ èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ âêëþ÷àåò êðîìå îáû÷íûõ
òîïîëîãèé åùå êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, à òàêæå
îñîáûå ïðîñòðàíñòâà, íå ïîïàäàþùèå íè â êëàññ òîïîëîãèé, íè â êëàññ ãðàôîâ.
Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî îáîáùèòü óêàçàííóþ
òåîðåìó îá àâòîìîðôèçìàõ ãðàôîâ íà áåñêîíå÷íûå ãðóïïû è ãðàôû. Òàêæå
óäàåòñÿ îïèñàòü ñòàíäàðòíûå äåéñòâèÿ íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðóïï
ñèììåòðèèè êàê ïîëíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ïîñòðîåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ïîñòðîåíî èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå òî÷åê
êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà ïðè ðàçìåðíîñòè âûøå äâóõ. Ïðè ýòîì íà êàæäîé
ãèïåðïëîñêîñêîñòè, ñåêóùåé èçîòðîïíûå êîíóñû, èíäóöèðóåòñÿ òîïîëîãèÿ,
ãîìåîìîðôíàÿ åâêëèäîâîé. Ýòîò ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêóþ
ôîðìóëèðîâêó. Ïðè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âûøå äâóõ ïîëíàÿ ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ ñèñòåìû êîíóñîâ, ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè îäíîãî
ñôåðè÷åñêîãî êîíóñà, ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Ëîðåíöà
íà ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, ðàñøèðåííûì ïðîèçâîëüíûìè
ñäâèãàìè, ðàâíîìåðíûìè ðàñòÿæåíèÿìè, à òàêæå ïîâîðîòàìè è îòðàæåíèÿìè
(åâêëèäîâûìè èçîìåòðèÿìè) â ãèïåðïëîñêîñòè ñôåðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ êîíóñîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîëó÷åííîì ðåíåå ðåçóëüòàòå àâòîðà î òîì,
÷òî àôôèííàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ òàêîé ñèñòåìû êîíóñîâ ñîâïàäàåò ñ
óêàçàííûì äåéñòâèåì [8]. Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçìåðíîñòè âûøå äâóõ âñå
àâòîìîðôèçìû ýòîé ñòðóêòóðû àôôèííûå.

0Ïîääåðæàíî ÐÔÔÈ, ïðîåêò 07-01-00101-a.
1



Ïðåäñòàâëåíèÿ â ôîðìå àâòîìîðôèçìîâ èíäóêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû òàêæå äëÿ îñíîâíûõ åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé: ñäâèãîâ, ïîâîðîòîâ
è ïîâîðîòîâ ñ îòðàæåíèÿìè [11]. Ýòè ðåçóëüòàòû íå âêëþ÷åíû â äàííóþ ñòàòüþ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.È.Øòåðíó, À.Þ.Ëåìèíó,
Ñ.Þ.Âëàäèìèðîâó, Ì.È. Ãðàåâó, À.Ï.Ëåâè÷ó, Þ.Á.Êîòîâó, Â.Â.Ñìîëÿíèíîâó,
À.Ï.×åðíÿåâó, À.È.Ëîáàíîâó çà èíòåðåñ ê äàííîé ðàáîòå, ñîäåéñòâèå è
ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

2. Èíäóêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï àâòîìîðôèçìàìè òîïîëîãèé èëè

ãðàôîâ óäîáíî ââåñòè îáúåêò, êîòîðûé îáîáùàåò ýòè ïîíÿòèÿ è îïðåäåëÿåò
íà àáñòðàêòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê ñòðóêòóðó, àâòîìîðôèçìû êîòîðîé îáðàçóþò
ïðåäñòàâëåíèå çàäàííîé ãðóïïû. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì êëàññ èíäóêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Îòíîøåíèåì èíäóêöèè I íà ìíîæåñòâå T íàçîâåì
ïðîèçâîëüíî çàäàííîå ìíîæåñòâî ïàð âèäà [t, V ]I , ãäå t ∈ T, V ⊂ T .

Ýëåìåíòû îòíîøåíèÿ èíäóêöèè [t, V ]I íàçîâåì èíäóêòîðíîé ïàðîé, òî÷êó t �
öåíòðîì èíäóêöèè èëè öåíòðîì ïàðû, ìíîæåñòâî V � èíäóêòîðîì ïàðû èëè
òî÷êè t.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Èíäóêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçàâåì ìíîæåñòâî T ñ
îòíîøåíèåì èíäóêöèè I, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.
AI1. Àêñèîìà ïðèíàäëåæíîñòè. Åñëè [t, V ]I ∈ I òî t ∈ V .
AI2. Àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè [t, V ]I ∈ I, [x,W ]I ∈ I, x ∈ V , òî

[t, V ∪W ]I ∈ I.
Â ðàáîòàõ [7] [8] [9] èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ââîäèëîñü ñ ðàñøèðåííûì

íàáîðîì àêñèîì. Íî äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòî èçëèøíå ñóæàåò
êëàññ ïðîñòðàíñòâ è ñîçäàåò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.
Îäíàêî, äîêàçàííûå íèæå òåîðåìû âåðíû è â òîé àêñèîìàòèêå. Ñîîòâåòñòâóþùèå
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíû â [9].

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè èíäóêòîð åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
îêðåñòíîñòü öåíòðà èíäóêöèè äàííîé È-ïàðû. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ãîâîðèòü
î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è î ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâ
íà T , åñëè çàäàíî îòíîøåíèå èíäóêöèè. Àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííîé àêñèîìîé ïðîèçâîëüíîãî îáúåäèíåíèÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ èíäóêòîð ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê
ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ åñòü ïóòè ïî ñòðåëêàì ãðàôà â öåíòð
èíäóêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
âîçìîæíîñòü íàðàùèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïóòè ïî ãðàôó.

Èíîãäà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííûå òåðìèíû: È-îòíîøåíèå, È-ïàðà,
È-ïðîñòðàíñòâî. Íà èíäóêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îòíîøåíèå èíäóêöèè áóäåì
íàçûâàòü èíäóêöèåé, ìíîæåñòâî T � íîñèòåëåì èíäóêöèè, à åãî ýëåìåíòû �
òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà.
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Ýòîò òåðìèí âîçíèê ïðè èñïîëüçîâàíèè È-ïðîñòðàíñòâ êàê íîñèòåëåé
ðàñïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ãäå èíäóêòîðû òî÷êè
èãðàþò ðîëü îáëàñòåé âëèÿíèÿ íà ýòó òî÷êó [8] [9]. Äëÿ öåëåé äàííîé ñòàòüè
òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå ñóùåñòâåííà.

Â îáùåì ñëó÷àå èíäóêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëþòñÿ íè ãðàôàìè íè
òîïîëîãèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû èìåþòñÿ â [8] [9]. Îäíàêî, è òîïîëîãèè
è ãðàôû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè È-ïðîñòðàíñòâ.

3. Ñâÿçü èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ãðàôàìè è òîïîëîãèÿìè
Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ âëîæåíèèé êëàññîâ òîïîëîãèé è ãðàôîâ â êëàññ

èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíòñâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñøèðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ
îïðåäåëåíèé äàþòñÿ â [8] [9] è áóäóò ïîâòîðåíû íèæå ñ óêàçàíèåì âîçìîæíûõ
ìîäèôèêàöèé.

Òîïîëîãèÿ τ , îïðåäåëåííàÿ êàê íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ íà ìíîæåñòâå
òî÷åê T , ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ âîçìîæíûõ È-ïàð âèäà [x, V ]τ ãäå V ∈ τ, x ∈ V . Òîãäà
êàæäîé òîïîëîãè÷åñêîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò È-ïàðà ñ
öåíòðîì èíäóêöèè â äàííîé òî÷êå. Êàæäîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó ñîïîñòàâëåíî
ìíîæåñòâî È-ïàð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì öåíòðàì.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè òîïîëîãèè èç áàçîâîãî
íàáîðà îêðåñòíîñòåé òî÷åê èñïîëüçóåòñÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîðîæäàþùèõ
îïåðàöèé (ïðîèçâîëüíûå îáúåäèíåíèÿ è êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ) ÷åì â
èíäóêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (òîëüêî òðàíçèòèâíûå îáúåäèíåíèÿ). Ïîýòîìó
áàçîâûé íàáîð È-ïàð äëÿ ïîðîæäåíèÿ òîïîëîãèè â ôîðìå èíäóêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò â îáùåì ñëó÷àå ðàñøèðåííîìó íàáîðó áàçîâûõ
îêðåñòíîñòåé.

Âàæíîå îòëè÷èå îáùåé êîíñòðóêöèè èíäóêöèè îò òîïîëîãèè ñîñòîèò â òîì,
÷òî òî÷êà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü èíäóêòîðó, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííîé
îêðåñòíîñòüþ, â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò È-ïàðû, ãäå äàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
èíäóêöèè ýòîãî èíäóêòîðà. Íî ïðè ïåðåõîäå îò òîïîëîãèè ê èíäóêöèè óêàçàííûì
ñïîñîáîì òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå âîçíèêàåò.

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí T , îïðåäåëåííûé êàê çàäàííîå
ïîäìíîæåñòâî S ⊂ T ×T óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí (ñòðåëîê) (x, y) =(èñõîäíàÿ
âåðøèíà, âõîäíàÿ âåðøèíà), ìîæåò áûòü îïèñàí êàê èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íà ìíîæåñòâå âåðøèí êàê òî÷åê, ãäå áàçîâûå È-ïàðû èìåþò âèä [x, V ]S , x
� âåðøèíà, V � ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ åñòü ñòðåëêè, âõîäÿùèå â x:
V = {y|(y, x) ∈ S}. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç áàçîâûõ ïî
àêñèîìå òðàíçèòèâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Óêàçàííûå âûøå ñîîòâåòñòâèÿ òîïîëîãèé è ãðàôîâ
èíäóêöèÿì áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè.

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ãðàôà âåðøèíà y âõîäèò â íåêîòîðûé èíäóêòîð âåðøèíû
x, åñëè è òîëüêî åñëè åñòü ïóòü ïî ñòðåëêàì îò y ê x.
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Ñëåäñòâèå 3.2. È äëÿ òîïîëîãèé è äëÿ ãðàôîâ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåõîäàõ ê
èíäóêöèè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èíäóêòîðîâ îäíîé òî÷êè äàåò èíäóêòîð òîé
æå òî÷êè. Âåðíî è áîëåå îáùåå ñâîéñòâî: åñëè íåêîòîðûé èíäóêòîð òî÷êè x
ïðèíàäëåæèò èíäóêòîðó V íåêîòîðîé òî÷êè y, òî ëþáîé èíäóêòîð x ïåðåñåêàåò
V ïî èíäóêòîðó x.

Âîçìîæíû äðóãèå âàðèàíòû ñîîòâåòñòâèé. Îáùèì äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ïî îòíîøåíèþ èíäóêöèè îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü òîïîëîãèþ èëè
ãðàô, è îáðàòíî.

Â ðàáîòàõ [7] [8] [9] ïðåäëàãàëñÿ âàðèàíò ïåðåõîäà îò òîïîëîãèè ê È-
ïðîñòðàíñòâó ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå èíäóêòîðîâ çàìûêàíèé
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ýòî äåëàëîñü äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ìîäåëåé
ðàñïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ. Â ýòîì âàðèàíòå ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ ìíîæåñòâ
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàäî îïðåäåëÿòü, èñõîäÿ èç âíóòðåííîñòåé èíäóêòîðîâ
â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòåé òî÷åê. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò âàðèàíò íå áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Àëüòåðíàòèâíûì ïåðåõîäîì îò ãðàôà ê èíäóêöèè íàçîâåì
áàçîâûå È-ïàðû [x, {x; y}]Sa, (x, y) ∈ S. Èõ òàêæå íàäî äîïîëíèòü È-ïàðàìè,
ïîëó÷åííûìè çàìûêàíèåì ïî àêñèîìå òðàíçèòèâíîñòè.

Ýòîò âàðèàíò äàåò â îáùåì ñëó÷àå áîëüøå èíäóêòîðîâ òî÷êè, ÷åì
êàíîíè÷åñêèé. Ñëåäñòâèå 3.2 äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî ïåðåõîäà íå âñåãäà âåðíî. Íî
ñëåäñòâèå 3.1 ñîõðàíÿåòñÿ.

Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè íà îáùèå èíäóêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
íîñèòåëÿ èíäóêöèè, åñëè â ýòîì ïîäìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðûé èíäóêòîð
ýòîé òî÷êè. Îñòàëüíûå òî÷êè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà � ãðàíè÷íûå. Òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïîäìíîæåñòâà íîñèòåëÿ, åñëè â ëþáîì åå èíäóêòîðå
ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç íîñèòåëÿ èíäóêöèè, åñëè â ëþáîì åå èíäóêòîðå
ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè â ëþáîì åå èíäóêòîðå ëåæàò âñå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.

4. Àâòîìîðôèçìû èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
Íà êëàññå èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Äâà È-ïðîñòðàíñòâà [T, I], [T ′, I ′] íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ íîñèòåëåé (èçîìîðôèçì) h : T ↔ T ′,
êîòîðàÿ ïîðîæäàåò áèåêöèþ èíäóêöèé H : I ↔ I ′, ãäå H ◦ [t, V ]I def

= [h(t), h ◦ V ]I′ .
Èçîìîðôèçì È-ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ (T = T ′, I = I ′) íàçûâàåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Àâòîìîðôèçìû ëþáîãî È-ïðîñòðàíñòâà [T, I] îáðàçóþò
ãðóïïó ïî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Îáîçíà÷èì åå aut[T, I] (ãðóïïà
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àâòîìîðôèçìîâ). Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì
E(x) = x, x ∈ T . Îáðàòíûé ê ïðîèçâîëüíîìó àâòîìîðôèçìó h ýëåìåíò �
ýòî áèåêöèÿ h−1.

Ëåììà 4.1. Ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãèé è èçîìîðôèçì ãðàôîâ ýêâèâàëåíòíû
èçîìîðôèçìàì èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè èìååòñÿ ãîìåîìîðôèçì äâóõ òîïîëîãèé,
òî îáðàç èëè ïðîîáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îäíîé èç òîïîëîãèé
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â äðóãîé òîïîëîãèè. Ïðè êàíîíè÷åñêîì
îòîáðàæåíèè â èíäóêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èíäóêòîðû ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûìè
îáðàçàìè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì öåíòðû èíäóêöèè �
áèåêòèâíûìè îáðàçàìè òî÷åê ýòèõ ìíîæåñòâ. Çíà÷èò êàæäûé ãîìåîìîðôèçì
äâóõ òîïîëîãèé ÿâëÿåòñÿ èçèìîðôèçìîì èõ êàíîíè÷åñêèõ îáðàçîâ. Îáðàòíî,
èçîìîðôèçì äâóõ êàíîíè÷åñêèõ îáðàçîâ òîïîëîãèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâ
òî÷åê èõ íîñèòåëåé, ïðè êîòîðîé êàæäûé èíäóêòîð îäíîé èíäóêöèè åñòü îáðàç
èëè ïðîîáðàç èíäóêòîðà äðóãîé èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî îäíîé òîïîëîãèè åñòü îáðàç èëè ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
äðóãîé, à ýòî ñóòü îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî ãîìåîìîðôèçìà. Äëÿ òîïîëîãèé
äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. Èçîìîðôèçì äâóõ ãàôîâ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâ
èõ âåðøèí, ïðè êîòîðîé ñòðåëû îäíîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè îáðàçàìè
èëè ïðîîáðàçàìè ñòðåë äðóãîãî ãðàôà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ
îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû ïî âõîäÿùèì ñòðåëàì îäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíîé îêðåñòíîñòè îáðàçà ýòîé âåðøèíû ïî âõîäÿùèì ñòðåëàì äðóãîãî
ãðàôà. Ïîñêîëüêó ýòè îêðåñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåììîé È-
ïàð êàæäîé èíäóêöèè, òî èçîìîðôèçì ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì èõ
êàíîíè÷åñêèõ îáðàçîâ. Îáðàòíî, åñëè èìååòñÿ èçîìîðôèçì êàíîíè÷åñêèõ
èíäóêòîðíûõ îáðàçîâ äâóõ ãðàôîâ, òî îí îïðåäåëÿåò áèåêöèþ íîñèòåëåé
ýòèõ È-ïðîñòðàíñòâ, ñîâïàäàþùèõ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí. Ëþáîé èçîìîðôèçì
èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñîõðàíÿåò âëîæåííîñòü èíäóêòîðîâ êàæäîé òî÷êè,
ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó òî÷êè èìååòñÿ
ìèíèìàëüíûé ïî âëîæåíèþ èíäóêòîð, òî îí îòîáðàæàåòñÿ â ìèíèìàëüíûé
èíäóêòîð îáðàçà ýòîé òî÷êè êàê ïðè ïðÿìîì, òàê è ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçì êàíîíè÷åñêèõ îáðàçîâ äâóõ ãðàôîâ ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå âõîäÿùèì ñòðåëàì â ëþáóþ âåðøèíó îäíîãî ãðàôà âõîäÿùèå
ñòðåëû â îáðàç ýòîé âåðøèíû íà äðóãîì ãðàôå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçîì èëè
ïðîîáðàçîì ëþáîé ñòðåëû ÿâëÿåòñÿ ñòðåëà ñîîòâåòñâåííîé îðèåíòàöèè, ÷òî ïðè
áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ãðàôîâ. ¤

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî ïåðåõîäà îò ãðàôà ê È-ïðîñòðàíñòâó
ëåììà 4.1 òàêæå âåðíà, ïîñêîëüêó îáðàçû ñòðåë â íåì ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè
èíäóêòîðàìè ñâîèõ âõîäíûõ âåðøèí. Â ýòîì ñëó÷àå ó òî÷êè ìîæåò áûòü
ëþáîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ èíäóêòîðîâ. Â êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ãðàôà èëè
òîïîëîãèè âîçìîæíî íå áîëåå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî èíäóêòîðà.
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5. Æåñòêèå È-ïðîñòðàíñòâà, òîïîëîãèè è ãðàôû
Îïðåäåëåíèå 5.1. Èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ æåñòêèì, åñëè
åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà:
aut[T, I] = {E} .

Æåñòêèå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò áåñêîíå÷íûé êëàññ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ðàñøèðÿòü èíäóêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íå ìåíÿÿ èëè ñòðîãî ñóæàÿ èõ
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ. Íèæå áóäåò ïðåäëîæåíà ñòàíäàðòíàÿ êîíñòðóêöèÿ
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ æåñòêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ
áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ òåîðåì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðàíñôèíèòíûé ïîðÿäêîâûé òèï p. Åìó
ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé ìîùíîñòè #p
� òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà p ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ
ýëåìåíòîâ:

S(p) = (a1, a2, . . . ap) . (5.1)
Åñëè p ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â (5.1) íàäî ïîíèìàòü óñëîâíî,
êàê îãðàíè÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.1)
èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî SHp = [S(p),H(p)] ñ íîñèòåëåì S(p) è èíäóêöèåé
H(p)

H(p) = {[ai, {a1; a2; . . . ; ai}]H | i 6 p} . (5.2)
Â èíäóêöèè (5.2) åäèíñòâåííûì èíäóêòîðîì êàæäîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
S(i) ⊂ S(p) ýëåìåíòîâ èç (5.1), êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò åãî â ýòîé
óïîðÿäî÷åííîñòè.

Ïðè ðàçíûõ îðäèíàëàõ p ïðîñòðàíñòâà SH(p) íå èçîìîðôíû, ïîñêîëüêó
íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè, ñîõðàíÿþùåé ïîðÿäîê, äëÿ òðàíñôèíèòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçíûõ ïîðÿäêîâûõ òèïîâ. Ïî òîé æå ïðè÷èíå ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ SH(p) òðèâèàëüíà. Êàæäûé íà÷àëüíûé îòðåçîê S(i) èç S(p)
(èíäóêòîð) ìîæíî ñòðîãî ìîíîòîííî îòîáðàçèòü òîëüêî íà ñåáÿ.

aut(SH(p)) = aut[S(p),H(p)] = {E}
Ëåììà 5.1. Äëÿ ëþáîé ìîùíîñòè m ñóùåñòâóåò æåñòêîå èíäóêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ íîñèòåëåì ýòîé ìîùíîñòè. Êàæäîìó îðäèíàëó p ìîùíîñòè m
ñîîòâåòñâóåò æåñòêîå È-ïðîñòðàíñòâî, íåèçîìîðôíîå òàêèì ïðîñòðàíñòâàì
äëÿ äðóãèõ îðäèíàëîâ. (Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî âûøå.)

Çàìå÷àíèå 5.1. Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ èìåòü ìíîæåñòâî G ýêçåìïëÿðîâ
îäíîãî æåñòêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå èçîìîðôíû, íî ðàçëè÷èìû. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì ïàðàìåòð g ∈ G. Ýêçåìïëÿðû ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü SHp,g =
[S(p, g),H(p, g)], à èõ òî÷êè � a(g)i â ñîîòâåòñòâèå ñ (5.1).

Îò æåñòêèõ È-ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ïåðåéòè ê æåñòêèì òîïîëîãèÿì è ãðàôàì.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ãðàô íàçûâàåòñÿæåñòêèì, åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà.
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Ëåììà 5.2. Äëÿ ëþáîé ìîùíîñòè m ñóùåñòâóåò æåñòêé ãðàô ñ íîñèòåëåì
ýòîé ìîùíîñòè. Êàæäîìó îðäèíàëó p ìîùíîñòè m ñîîòâåòñâóåò æåñòêé
ãðàô, íåèçîìîðôíûé òàêèì ãðàôàì äëÿ äðóãèõ îðäèíàëîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. È-ïðîñòðàíñòâî SHp ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
îáðàçîì ãðàôà SHGp ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí S(p) è âñåìè ñòðåëàìè âèäà (ai, aj)
ãäå 1 6 i 6 j 6 p. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 4.1 è ëåììû 5.1. ¤
Îïðåäåëåíèå 5.3. Òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëè å¼ ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ (ãîìåîìîðôèçìîâ íà ñåáÿ) ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî
àâòîìîðôèçìà.
Ëåììà 5.3. Äëÿ ëþáîé ìîùíîñòè m ñóùåñòâóåò æåñòêàÿ òîïîëîãèÿ ñ
íîñèòåëåì ýòîé ìîùíîñòè. Êàæäîìó îðäèíàëó p ìîùíîñòè m ñîîòâåòñâóåò
æåñòêàÿ òîïîëîãèÿ, íåãîìåîìîðôíàÿ òàêèì òîïîëîãèÿì äëÿ äðóãèõ
îðäèíàëîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíäóêòîðû È-ïðîñòðàíñòâà SHp

äàþò áàçîâóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé äëÿ êàíîíè÷åñêîãî îáðàçà òîïîëîãèè
SHTp, íà ìíîæåñòâå òî÷åê S(p) è îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè âèäà S(j) ãäå
1 6 j 6 p. Ìíîæåñòâî S(i) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
ai è ìèíèìàëüíûì èíäêóòîðîì åå êàíîíè÷åñêîãî îáðàçà. Ïðè àâòîìîðôèçìå
èíäêóöèé ìèíèìàëüíûé èíäóêòîð òî÷êè ïåðåõîäèò â ìèíèìàëüíûé èíäóêòîð
å¼ îáðàçà. Ïîýòîìó ëþáîé àâòîìîðôèçì SHTp âëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì SHp.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 4.1 è ëåììû 5.1. ¤

6. Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìàìè È-ïðîñòðàíñòâ, òîïîëîãèé
è ãðàôîâ

Â [8] [9] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íûé êëàññ
èíäóêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ó êîòîðûõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêè
èçîìîðôíû äàííîé. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì ýòîé
ãðóïïû (êëàññ èçîáðàæåíèé), à èõ àâòîìîðôèçìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû. Ïîðîæäåííîå äåéñòâèå àâòîìîðôèçìîâ íà
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íîñèòåëå È-ïðîñòðàíñòâà,
äàåò ìóëüòèïëåêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå â àëãåáðå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ òîïîëîãèé è
ãðàôîâ áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðèâåäåííàÿ íèæå êîíñòðóêöèÿ èíäóêòîðíûõ
èçîáðàæåíèé ãðóïï.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ èíäóêòîðíûì
èçîáðàæåíèåì (È-èçîáðàæåíèåì, èçîáðàæåíèåì ) íåêîòîðîé ãðóïïû, åñëè
ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíà äàííîé ãðóïïå.
Òåîðåìà 6.1. Ëþáàÿ ãðóïïà G èìååò èíäóêòîðíîå èçîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäóò èñïîëçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ Sp,Hp, SHp èç
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.3. Îáîçíà÷èì m ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû
G. Ïóñòü

Q = {Yg|g ∈ G ∪ {0}}
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íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ñëîåâ), è ìîùíîñòü êàæäîãî ñëîÿ Yg ðàâíà
m. Âûáåðåì îðäèíàë p ìîùíîñòè m. Çàäàäèì áèåêöèþ r : G ↔ Sp.

Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Yg ∈ Q îïðåäåëèì áèåêöèþ hg : Yg ↔ G.
Òîãäà îïðåäåëåíà áèåêöèÿ r ◦ hg = rg : Yg ↔ Sp.
Çàäàäèì íà êàæäîì Yg, g ∈ G, èíäóêöèþ Ig = Hp îòíîñèòåëüíî

óïîðÿäî÷åííîñòè rg. Íà ìíîæåñòâå Y0 çàäàäèì èíäóêöèþ
I0 = {[x, {x}]I |x ∈ Y0} ,

êîòîðóþ äàëåå áóäåì íàçûâàòü ïåòëåâîé, ïîñêîëüêó îíà êàíîíè÷åñêè
ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà äàåò ñòðåëó íà ñåáÿ, è äðóãèõ ñòðåë
íåò. Îáîçíà÷èì

T = ∪Q .

Èíäóêöèÿ I íà T êðîìå óêàçàííûõ èíäóêòîðîâ èç ∪Ig|g ∈ G ∪ {0} ñîäåðæèò âñå
èíäóêòîðû âèäà

[x, {x; z}]I , x ∈ Y0, z = h−1
g (h0(x)g−1), g ∈ G .

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòðåëàì ãðàôà J , êîòîðûé ñâÿçûâàåò òî÷êó x ñëîÿ Y0 (êàê
âõîäíóþ) ñ òî÷êîé z ñëîÿ Yg (êàê ñ èñõîäíîé), ïðè÷åì z ñîîòâåòñòâóåò íà ñëîå
Yg óìíîæåíèþ ñïðàâà íà g−1 ∈ G îáðàçà òî÷êè x â ñèñòåìå îòîáðàæåíèé h ýòèõ
ñëîåâ íà ãðóïïó G.

Ïîêàæåì ÷òî aut[T, I] ' G. Èíäóêöèÿ íà êàæäîì ñëîå Yg, g ∈ G, æåñòêàÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì àâòîìîðôèçìå òàêîé ñëîé ìîæíî îòîáðàçèòü òîëüêî
íà ñëîé òîãî æå âèäà ñ ñîõðàíåíèåì óïîðÿäî÷åííîñòè r. Ñëîé Y0 ìîæåò
áûòü îòîáðàæåí òîëüêî íà ñåáÿ, ïðè÷åì äîïóñêàåò ïðîèçâîëüíûå àâòîáèåêöèè
îòíîñèòåëüíî èíäóêöèè I0. Íî èõ îãðàíè÷èâàåò ãðàô J . Äîïóñòèìû òîëüêî
òàêèå àâòîáèåêöèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî îòîáðàçèòü ñëîè Yg, g ∈ G, áèåêòèâíî
äðóã íà äðóãà, ñ ñîõðàíåíèåì ñòðåë èç J . Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ áèåêöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîìó óìíîæåíèþ èíäåêñîâ ýòèõ ñëîåâ íà íåêîòîðûé ýëåìåíò
ãðóïïû. Ïóñòü v ∈ aut[T, I], x ∈ Y0. Äëÿ êàæäîãî x cóùåñòâóåò íåêîòîðûé
f ∈ G, f = (h0(x))−1h0(v(x)), äëÿ êîòîðîãî

v(x) = h−1
0 (h0(x)f)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé Yg, g ∈ G. Äîïóñòèì v ◦ Yg = Yq. Èìååòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ñòðåëà (x, zg), zg ∈ Yg èç ãðàôà J .

zg = h−1
g (h0(x)g−1)

Ïîñêîëüêó v � àâòîìîðôèçì, òî â J èìååòñÿ ñòðåëà (v(x), v(zg)).
v(zg) = h−1

q (h0(v(x))q−1) = h−1
q (h0(x)fq−1)

Ïîñêîëüêó v : Yg ↔ Yq � èçîìîðôèçì, òî
r(hg(zg)) = r(h0(x)g−1) = r(hq(v(zg))) = r(h0(x)fq−1) .

Â ñèëó áèåêòèâíîñòè r

h0(x)g−1 = h0(x)fq−1

q = gf
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Ïîñêîëüêó âåñü ñëîé Yg îòîáðàæàåòñÿ íà ñëîé Yq, òî ýëåìåíò ãðóïïû f îäèí
äëÿ âñåõ x ∈ Y0, f = g−1q. Àâòîìîðôèçì v íà ñëîå Y0 èìååò âèä

v ◦ Y0 = h−1
0 ◦ ((h0 ◦ Y0)f)

Åñëè v1, v2 ∈ aut[T, I], è èì ñîîòâåòñòâóþò f1, f2 ∈ G ïî óêàçàííîé ôîðìóëå, òî
v2 ◦ v1 ◦ Y0 = h−1

0 ◦ ((h0 ◦ Y0)f1f2)

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì aut[T, I] ' G. Òàêèì îáðàçàì,
àâòîìîðôèçìû çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû. ¤
Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè îòîæäåñòâèòü ýëåìåíòû ñëîåâ Yg ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïû
G ïî áèåêöèÿì hg, è e � åäèíèöà ãðóïïû G, òî íà ñëîÿõ ñ èíäåêñàìè g ∈ G
ãðàô J çàïèñûâàåò ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ñëîÿ Ye, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè
ïðàâîì äåéñòâèè íà ãðóïïå ýëåìåíòà g−1. Ïîýòîìó âîçìîæíû òîëüêî òàêèå
àâòîìîðôèçìû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå. Ýòî èñêëþ÷àåò
âíåøíèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû èç aut[T, I]. Ôàêòè÷åñêè, ïðåäëîæåííîå âûøå
èçîáðàæåíèå ãðóïïû â êîíå÷íîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè â ôîðìå ãðàôà âñåõ
ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè óìíîæåíèè íà ýëåìåíò
ãðóïïû.
Óòâåðæäåíèå 6.1. Íåèçîìîðôíûå èçîáðàæåíèÿ äàííîé ãðóïïû îáðàçóþò
áåñêîíå÷íûé êëàññ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 5.1. Ðàññìîòðèì
îáúåäèíåíèå È-ïðîñòðàíñòâà T ñ æåñòêèì ïðîñòðàíñòâîì X, êîòîðîå íå
ïåðåñåêàåò T è íå èìååò èçîìîðôíûõ âëîæåíèé â íåãî. Åñëè íåò äîáàâëåíèÿ
íîâûõ èíäóêòîðîâ, òî aut(T ) ' aut(T ∪ X). Â òî æå âðåìÿ íåèçîìîðôíûå
äîáàâëåííûå ïðîñòðàíñòâà X äàþò íåèçîìîðôíûå îáúåäèíåíèÿ. ¤
Òåîðåìà 6.2. Ëþáàÿ ãðóïïà G èìååò èçîáðàæåíèå íà êëàññå ãðàôîâ (â îáùåì
ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 6.1. Ïî ëåììå 5.2 æåñòêèå ñëîè Yg ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â ôîðìå
ãðàôîâ. Ñîåäèíåíèå èõ ñ ãðàôîì Y0 ñ ïîìîùüþ ãðàôà J äàåò èñêîìûé ãðàô
ñ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ aut[T, I] ' G. ¤
Çàìå÷àíèå 6.2. Åñëè ãðóïïà êîíå÷íàÿ, òî ïîñòðîåííîå åå èçîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ãðàôîì.

Òàêèì îáðàçîì ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè êîíå÷íûõ ãðóïï [2].
Òåîðåìà 6.3. Ëþáàÿ ãðóïïà G èìååò èçîáðàæåíèå íà êëàññå òîïîëîãèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 6.1. Ïî ëåììå 5.3 æåñòêèå ñëîè Yg ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â ôîðìå
òîïîëîãèé. Ñëîé Y0 ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí â äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ.
Ñòðåëû ãðàôà J ïðåîáðàçóþòñÿ â îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå êàíîíè÷åñêè. Ýòî
íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêëî íîâûõ îêðåñòíîñòåé íà ñëîÿõ Yg. Îáîçíà÷èì
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Wg(x) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà Yg, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò x â óïîðÿäî÷åíèè Sp.
Ñòðåëà (x, y), x ∈ Yg, y ∈ Y0, ïðåîáðàçóåòñÿ â îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Vx,y = {y} ∪Wg(x)

. Òîãäà ñëîè îñòàþòñÿ æåñòêèìè, òàê êàê íà íèõ ñîõðàíÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ
òîïîëîãèÿ ëåììû 5.3. Íà ñëîå Y0 âîçíèêàþò íîâûå îêðåñòíîñòè òî÷åê, çà ñ÷åò
îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vx,y). Íî ñîîòâåòñòâèå òî÷åê ñëîåâ ñîõðàíÿåòñÿ
êàê â ãðàôå J , ïîñêîëüêó Vx,y) ìèíèìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y, èìåþùàÿ
ïåðåñå÷åíèå ñî ñëîåì, ãäå ëåæèò x. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì àâòîìîðôèçìå îíà
ïåðåõîäèò â îêðåñòíîñòü òàêîãî æå âèäà. Ýòè îêðåñòíîñòè òî÷êè y ∈ Y0

íà êàæäîì ñëîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñòðåëó (x, y). Ïîëó÷àåì òîïîëîãèþ ñ
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ aut[T, I] ' G. ¤

Çàìå÷àíèå 6.3. Åñëè ãðóïïà êîíå÷íàÿ, òî ïîñòðîåííîå åå èçîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

7. Ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìàìè È-ïðîñòðàíñòâ,
òîïîëîãèé è ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå 7.1. Äåéñòâèåì W : G íåêîòîðîé ãðóïïû G íà çàäàííîå
ìíîæåñòâî W íàçûâàåòñÿ íàáîð Q àâòîáèåêöèé ýòîãî ìíîæåñòâà

q ∈ Q ⇒ q : W ↔ W ,

çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, èçîìîðôíûé ïî ñóïåðïîçèöèè
óìíîæåíèþ â ãðóïïå: ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ P : Q ↔ G

q, q′ ∈ Q, ⇒ P (q(q′)) = P (q′)P (q).

Îïðåäåëåíèå 7.2. Èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî [T, I] ÿâëÿåòñÿ èíäóêòîðíûì
èçîáðàæåíèåì (È-èçîáðàæåíèåì, èçîáðàæåíèåì ) äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà
ìíîæåñòâî W , åñëè âîçìîæíû èíúåêöèÿ

H : W →→ T ,

â êîòîðîé HW èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà, è
áèåêöèÿ

P : (aut[T, I]/HW ) ↔ G ,

äëÿ êîòîðûõ
(H−1 × P ) ◦ (HW × aut[T, I]/HW ) = (W : G) .

Îáîçíà÷åíèå:
aut[T, I]/HW ' (W : G)

Èíäåêñ-ìíîæåñòâî ïîä êîñîé ÷åðòîé îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ
àâòîìîðôèçìîâ íà ýòî ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 7.1. Ëþáîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâî W èìååò èíäóêòîðíîå
èçîáðàæåíèå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ àíàëîãè÷íà êîíñòðóêöèè
â òåîðåìå 6.1. Ñëîè Yg ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ãðóïïû g ∈ G. Ìîùíîñòü
îðäèíàëà p è êàæäîãî ñëîÿ Yg, g ∈ G ∪ {0}, ðàâíà m = #W . Çàäàåì áèåêöèè:

r : W ↔ Sp; hg : Yg ↔ W.

Ñëîè Yg, g ∈ G, èìåþò æåñòêóþ èíäóêöèþ Hp â óïîðÿäî÷åííîñòè hg. Ñëîé Y0

èìååò ïåòëåâóþ èíäóêöèþ.
Îáîçíà÷èì äåéñòâèå ýëåìåíòà ãðóïïû íà ýëåìåíò ìíîæåñòâà

x : g = y, x, y ∈ W, g ∈ G

Ãðàô J ñòðîèòñÿ íà T = ∪Yg|g ∈ G ñòðåëàìè

(z, x), x ∈ Y0, z = z(g, x) = h−1
g (h0x : g−1) ∈ Yg

Èì ñîîòâåòñòâóåò èíäóêòîðíàÿ ïàðà [x, {x; z}]I . Ýòî çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå
èíäóêöèè I. Åñëè v ∈ aut[T, I], x ∈ Y0, òî âîçìîæíû òîëüêî òàêèå v(x), äëÿ
êîòîðûõ íà íåêîòîðûõ ñëîÿõ Yg, Yq âûïîëíåíî

hg(z(g, x)) = hq(z(q, v(x)))

Òîãäà èìååòñÿ f = g−1q, äëÿ êîòîðîãî v(x) = x : f . Ïðè ýòîì âåñü ñëîé Yg

îòîáðàçèòñÿ áèåêòèâíî íà ñëîé Yq â ñèëó æåñòêîñòè èíäóêöèè Hp. Ïîýòîìó äëÿ
âñåõ x ∈ Y0 äåéñòâèå v ∈ aut[T, I] îïðåäåëåíî ôîðìóëîé v(x) = x : f . Åñëè
v1, v2 ∈ aut[T, I], è èì ñîîòâåòñòâóþò f1, f2 ∈ G ïî óêàçàííîé ôîðìóëå, òî

v2 ◦ v1 ◦ Y0 = h−1
0 ◦ (((h0 ◦ Y0) : f1) : f2) = h−1

0 ◦ ((h0 ◦ Y0) : (f1f2))

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì aut[T, I] ' (W : G). Îáðàçîì ìíîæåñòâà
W ÿâëÿåòñÿ Y0 ñ èíúåêöèåé h−1

0 è áèåêöèåé ãðóïïû v 7→ f . ¤

Òåîðåìà 7.2. Ëþáîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå èìååò èçîáðàæåíèå íà
êëàññå òîïîëîãèé è íà êëàññå ãðàôîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåì 6.3 è 6.2 ñ îïîðîé íà
êîíñòðóêöèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Äåéñòâèåì W : G(inv = U) íåêîòîðîé ãðóïïû G íà çàäàííîå
ìíîæåñòâî W ñ èíâàðèàíòíîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ U, V ∈ U ⇒ V ⊂ W ,
íàçûâàåòñÿ íàáîð Q àâòîáèåêöèé ýòîãî ìíîæåñòâà

q ∈ Q&V ∈ U ⇒ q : W ↔ W & q ◦ V ∈ U ,

çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, èçîìîðôíûé ïî ñóïåðïîçèöèè
óìíîæåíèþ â ãðóïïå: ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ P : Q ↔ G, äëÿ êîòîðîé

q, q′ ∈ Q, ⇒ P (q(q′)) = P (q′)P (q) .

Äðóãèìè ñëîâàìè, äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâî ñ ñîõðàíåíèåì ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ � ýòî äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâî, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ
àâòîáèåêöèÿ ïåðåâîäèò ïîäìíîæåñòâî èç ñèñòåìû â ïîäìíîæåñòâî èç òîé æå
ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå 7.4. Íàâåäåííîé èíäóêöèåé I/A íà ïîäìíîæåñòâå A
èíäóêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà [T, I] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäóêòîðíûõ ïàð

{[x,B]I/A |x ∈ A, B = C ∩A, [x,C]I ∈ I} .

Îïðåäåëåíèå 7.5. Èíäóêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî [T, I] ÿâëÿåòñÿ èíäóêòîðíûì
èçîáðàæåíèåì (È-èçîáðàæåíèåì, èçîáðàæåíèåì ) äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà
ìíîæåñòâî W ñ èíâàðèàíòíîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ U , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
èçîáðàæåíèåì ýòîãî äåéñòâèÿ ñ èíúåêöèåé H, è îáðàçû ïîäìíîæåñòâ èç U
ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé èíäóêòîðîâ â íàâåäåííîé èíäóêöèè íà HW .
Îáîçíà÷åíèå:

aut[T, I]/HW ' W : G(inv = U) .

Ëåììà 7.1. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâî ñ ñîõðàíåíèåì ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ W : G(inv = U) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì W : G(inv = tr(U)), ãäå

tr(U) = {A ∪B | A,B ∈ U, A ∩B 6= ∅} .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáàÿ áèåêöèÿ ïåðåâîäèò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
â îáúåäèíåíèå èõ îáðàçîâ, à ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ � â ïåðåñå÷åíèå îáðàçîâ.
Ïîýòîìó tr(U) èíâàðèàíòíà âìåñòå ñ U îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû áèåêöèé.
¤
Ëåììà 7.2. Ëþáîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâî W ñ ñîõðàíåíèåì
ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ U èìååò èíäóêòîðíîå èçîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 7.1. Îáðàç HW â ýòîì È-èçîáðàæåíèè ñîâïàäàåò ñî ñëîåì Y0. Íà
ýòîì ñëîå çàäàíà ïåòëåâàÿ èíäóêöèÿ. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå áóäåò
èñêîìûì èçîáðàæåíèåì. Äîáàâèì åùå îäèí ñëîé ñ íåãðóïîâûì èíäåêñîì YW

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé áèåêöèåé
hW : YW ↔ W .

T = ∪Yc |c ∈ G ∪ {0;W} ; T ′ = ∪Yc |c ∈ G ∪ {0} .

Äîïîëíèì ãðàô J ñòðåëàìè
(w, x), w ∈ YW , x ∈ Y0, hW (w) = h0(x) ;

w = w(x) = h−1
W (h0(x)); (7.1)

Ïðè ýòîì íà ñëîå Y0 ñîõðàíÿåòñÿ ïåòëåâàÿ íàâåäåííàÿ èíäóêöèÿ. Îáîçíà÷èì
H = h−1

W . Íà ñëîå YW çàäàäèì È-ïàðû âèäà
[w, V ]I , V ∈ H ◦ U, w ∈ V .

Äîïîëíèì èõ èíäóêòîðàìè çàìûêàíèÿ ïî àêñèîìå òðàíçèòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ.
Ïî ïîñòðîåíèþ ñîâîêóïíîñòü èíäóêòîðîâ ýòîé èíäóêöèè ñîâïàäàåò ñ tr(U). Ïî
ëåììå 7.1 ýòà ñèñòåìà èíäóêòîðîâ òàêæå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû. Òîãäà àâòîáèåêöèè ñëîÿ YW ïðè àâòîìîðôèçìàõ [T, I] ñîîòâåòñòâóþò ïî
îòîáðàæåíèþ (7.1) áèåêöèÿì ñëîÿ Y0 â àâòîìîðôèçìàõ [T ′, I] èç òåîðåìû 7.1.
Ïðè àâòîìîðôèçìàõ íåâîçìîæíî îòîáðàæåíèå òî÷åê ñëîÿ Y0 â òî÷êè ñëîÿ
YW è îáðàòíî, ïîñêîëüêó èíäóêòîðû ñëîÿ YW íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñëîÿìè
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Yg, g ∈ G. Åñëè ãðóïïà G íå òðèâèàëüíàÿ, òî ñëîé YW íå èçîìîðôåí ñëîÿì
Yg, g ∈ G, è ïðè àâòîìîðôèçìàõ èõ îòîáðàæåíèå äðóã â äðóãà íåâîçìîæíî.
Ïîýòîìó ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîñòðîåííîãî ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíà ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà èç òåîðåìû 7.1, è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíà G.
Èñïîëçîâàâ îòîáðàæåíèå H â êà÷åñòâå èíúåêöèè H : W →→ T , ïîëó÷èì èñêîìîå
èçîáðàæåíèå.

Îäíàêî, âîçìîæåí ãîìåîìîðôèçì YW è îäíîãî èç Yg, g ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå
ãðóïïà G åäèíè÷íàÿ, g = e, ïîñêîëüêó ýòè ñëîè � æåñòêèå. Òîãäà íàäî óñòðàíèòü
èç êîíñòðóêöèè ñëîé YW è ïîëîæèòü H = h−1

e . Ýòî òðèâèàëüíî ðåøàåò çàäà÷ó
èçîáðàæåíèÿ òîæäåñòâåííîãî äåéñòâèÿ. ¤
Òåîðåìà 7.3. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X|τ) èìååò èíäóêòîðíîå èçîáðàæåíèå ñ ñîõðàíåíèåì ñèñòåìû
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Òàêèå èçîáðàæåíèÿ ìîæíî ñòðîèòü â êëàññàõ òîïîëîãèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ëåììû 7.2:

W = X; U = τ ; H = h−1
W ; H ′ = h−1

0 .

Ïåðåõîä ê èçîáðàæåíèþ íà êëàññå ãðàôîâ íåëüçÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü
àíàëîãè÷íî òåîðåìå 6.2, ïîñêîëüêó èíäóêöèÿ íà ñëîå YW â ýòîé êîíñòðóêöèè
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé, è ñâåäåíèå åå ê ãðàôó â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.

Ïåðåõîä â êëàññ òîïîëîãèé âîçìîæåí àíàëîãè÷íî òåîðåìå 6.3. Äëÿ ýòîãî íàäî
äîáàâèòü ê ïîëó÷åííûì òàì îòêðûòûì ìíîæåñòâàì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ

UH = {uV = H ◦ V ∪H ′ ◦ V | V ∈ τ},
ãäå H ◦ V ⊂ YW , H ′ ◦ V ⊂ Y0, à òàêæå ïîðîæäåííûå èç íèõ ìíîæåñòâà
ïî àêñèîìàì ïðîèçâîëüíîãî îáúåäèíåíèÿ è êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó
òîïîëîãèÿ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé, íà ñëîå YW íå âîçíèêàåò íîâûõ
èíäóêòîðîâ â êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè òîïîëîãèè. Íà ñëîå Y0 ïðè ïåðåõîäå
îò ïåòëåâîé èíäóêöèè ê äèñêðåòíîé òîïîëîãèè ïî òåîðåìå 6.3 âîçíèêàþò âñå
èíäóêòîðû âèäà

[x, v]I , v ⊂ Y0, x ∈ v ,

êîòîðûå íå âëèÿþò íà ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ëóáîé áèåêöèè. Íîâûå íàâåäåííûå èíäóêòîðû âèäà H ′ ◦ V
ïîïàäàþò â ýòîò êëàññ ïîäìíîæåñòâ è íå ìåíÿþò íàâåäåííîé èíäóêöèè
[T, I]/Y0 . Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî èíäóêòîðîâ [T, I]/Y0∪YW

èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãðóïïó G. Íà äðóãèõ
ñëîÿõ íàâåäåííàÿ èíäóêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó, åñëè ñëîé YW íå ãîìåîìîðôåí
íè îäíîìó èç ñëîåâ Yg, g ∈ G, òî ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî èíäóêòîðíîãî
èçîáðàæåíèÿ äåéñòâèÿ X : G(inv τ). Ñëó÷àé ãîìåîìîðôèçìà YW è îäíîãî èç
Yg, g ∈ G, ðåøàåòñÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.2. ¤

8. Ïðîñòðàíñòâà ñ êîíè÷åñêîé èíäóêöèåé
Îïðåäåëåíèå 8.1. Êîíè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Rc[n] íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
Rn ñ èíäóêöèåé, ãäå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé èíäóêòîðîâ òî÷êè y ÿâëÿþòñÿ
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êîíóñû, çàïèñûâàåìûå â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, . . . , xn â âèäå
0 6 (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 − . . .− (xn − yn)2 , 0 6 y1 − x1 6 H, H > 0 .

Åñëè òðåáîâàòü |y1−x1| 6 H, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áèêîíè÷åñêèì Rb[n].
Åñëè òðåáîâàòü 0 6 y1 − x1, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì êîíè÷åñêèì
Rfc[n]. Åñëè íå íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèé íà y1−x1, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì áèêîíè÷åñêèì Rfb[n].

Àâòîìîðôèçìû ïî ñòðóêòóðå èíäóêòîðîâ îáîçíà÷èì aut Rc[n] è ò. ï.

Êîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ çàäàííîé íà í¼ì ñèñòåìîé ñôåðè÷åñêèõ êîíóñîâ, ïîëó÷åííûõ êàê âñå
âîçìîæíûå ïàðàëëåëüíûå ñäâèãè îäíîãî êîíóñà. Â áèêîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
êîíóñû äâóñòîðîííèå ïî îòíîøåíèþ ê âåðøèíå. Â íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
êðîìå ïîëíûõ êîíóñîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíóñû, îãðàíè÷åííûå ïî âûñîòå.
Ïàðàìåòð H çàäàåò ýòî îãðàíè÷åíèå äëÿ êîíêðåòíîãî êîíóñà èç ïîðîæäàþùåãî
ìíîæåñòâà. Òðàíçèòèâíûì îáúåäèíåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíîîáðàçíûå
ãðàíèöû íåïîëíûõ êîíóñîâ. Êîíè÷åñêèå èíäóêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íå ïîïàäàþò
â êëàññû ãðàôîâ èëè òîïîëîãèé.

Çàìå÷àíèå 8.1. Èñïîëüçóÿ àêñèîìó òðàíçèòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî

aut Rc[n] = aut Rfc[n]; aut Rb[n] = aut Rfb[n] .

Ïîýòîìó, èññëåäîâàíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü òîëüêî
äëÿ êëàññîâ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âûäåëåíèå ÷åòûðåõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ
êîíè÷åñêîãî òèïà ñâÿçàíî ñ ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åííûõ êîíóñîâ (ïàðàìåòð H)
çàäàåò òîïîëîãèþ íà îñè âðåìåíè â ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [8][12]. Íî
äëÿ öåëåé äàííîé ñòàòüè ýòî íå ñóùåñòâåííî. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ïîëíûå êîíè÷åñêèå è áèêîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ
áóäåò ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ.

Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî àôôèííàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîíè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äåéñòâèåì ãðóïïû Ëîðåíöà íà
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, ðàñøèðåííîé
âñåìè ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè, ïîâîðîòàìè è îòðàæåíèÿìè â ãèïåðïëîñêîñòè
ñôåðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà, à òàêæå ðàâíîìåðíûìè ðàñòÿæåíèÿìè (óìíîæåíèå
âåêòîðîâ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî). Äàëåå, ýòî äåéñòâèå íàçîâåì àôèííûì
ðàñøèðåíèåì (äåéñòâèÿ) ãðóïïû Ëîðåíöà è îáîçíà÷èì ALor[n], à ñàìó ýòó
àáñòðàêòíóþ ãðóïïó GAL[n].

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòåé 1 è 2 ïîëíàÿ ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ çíà÷èòåëüíî øèðå ñâîåé àôôèííîé ïîäãðóïïû, à, íà÷èíàÿ
ñ ðàçìåðíîñòè 3, ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò ñ àôôèííîé
ïîäãðóïïîé.

Îáîçíà÷èì ◦ � ñóïåðïîçèöèþ äâóõ äåéñòâèé íà ìíîæåñòâå, × � ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ãðóïï,⊗� ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèé íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ (â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå � íà ïðÿìîé ñóììå
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⊕ ïîäïðîñòðàíñòâ), Gaut[T, I] � àáñòðàêòíóþ ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 8.1. autRc[1] � ýòî âñå ïîëîæèòåëüíî ìîíîòîííûå áèåêöèè R1;

autRc[2] = ((autRc[1] : Z1)⊗ (autRc[1] : Z2)) ◦ h2(2) ,

ãäå Z1, Z2 � äâå îáðàçóþùèå äâóõìåðíîãî êîíóñà, äåéñòâèå hn(i), i 6 n,
íà Rn� èíâåðñèÿ (óìíîæåíèå íà -1) îñè xi, â ÷àñòíîñòè, h2(2) ïðîèçâîäèò
ïåðåñòàíîâêó îáðàçóþùèõ êîíóñà íà R2;

GautRc[2] = GautRc[1]×GautRc[1]× S2;

ãäå S2 = Ghn(i) � ãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà;
autRc[n] = ALor[n], n > 3 ,

GautRc[n] = GAL[n], n > 3 .

Òåîðåìà 8.2. autRb[1] � ýòî âñå ìîíîòîííûå áèåêöèè R1 ,

autRb[1] = autRc[1] ◦Rh(1) ,

GRb[1] = GRc[1]× S2 ,

ãäå äåéñòâèå Rh(n) � îòðàæåíèå Rn îòíîñèòåëüíî íóëåâîé òî÷êè (óìíîæåíèå
âåêòîðîâ íà -1);

autRb[2] = autRc[2] ◦ h2(1) ◦ h2(2) ,

GautRb[2] = GautRc[1]×GautRc[1]× S2 × S2 ;
autRb[n] = ALor[n] ◦Rh(n), n > 3 ,

GautRb[n] = GAL[n]× S2, n > 3 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèÿ ãðóïï autRb[n] è autRc[n] îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî ïðÿìûì äîìíîæåíèåì íà èíâåðñèþ îñè êîíóñà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
êîîðäèíàòå x1, ÷òî îáóñëàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèåé ïîðîæäàþùåé
ñèñòåìû áèêîíè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïîýòîìó òåîðåìà 8.2 ñðàçó ñëåäóåò èç
òåîðåìû 8.1. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àáñòðàêòíûõ ãðóïï íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç
ñîîòíîøåíèé äëÿ äåéñòâèé ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè
äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèé äëÿ àâòîìîðôèçìîâ êîíè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ñëó÷àé n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå êîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ¾íàïðàâëåííàÿ
ïðÿìàÿ¿: îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ïîëóïðÿìàÿ, â êîòîðîé ýòà òî÷êà
� ïðàâûé êîíåö. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ â òàêîé èíäóêöèè � ýòî ôóíêöèè,
íåïðåðûâíûå ñëåâà. Àâòîìîðôèçì, êàê íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ íà ñåáÿ, ìîæåò
áûòü òîëüêî è ëþáîé ñòðîãî ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé,
íåîãðàíè÷åííîé â îáå ñòîðîíû.

Ñëó÷àé n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå êîíóñ � èíäóêòîð òî÷êè � ýòî óãîë ñ
âåðøèíîé â ýòîé òî÷êå. Îáðàçóþùèå êîíóñà � ýòî ñòîðîíû óãëà. Ó âñåõ
êîíóñîâ èíäóêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííûå îáðàçóþùèå êîíóñà ïàðàëëåëüíû. Ïðè
àâòîìîðôèçìå îáðàçóþùàÿ êîíóñà ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ åãî îáðàçà. Ïðè
ýòîì âîçìîæíî îòîáðàæåíèå ëèáî â ñîîòâåòñòâóþùóþ îáðàçóþùóþ, ëèáî � â
ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû
îáðàçóþùèì ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå (0, 0) è íàïðàâëÿþùèìè e, t. Íà
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ëèíèÿõ ýòèõ âåêòîðîâ ïîðîæäåíà èíäóêöèÿ íàïðàâëåííîé ïðÿìîé. Åñëè U �
àâòîìîðôèçì, òî ëèáî

U(x, y) = U(xe + yt) = U(0, 0) + V (x)e + W (y)t ,

ãäå V, W � àâòîìîðôèçìû íàïðàâëåííûõ ïðÿìûõ, ëèáî
U(x, y) = U(xe + yt) = U(0, 0) + V (x)t + W (y)e ,

ãäå V, W � èõ âçàèìíûå ãîìåîìîðôèçìû. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå ìíîæåñòâà
àâòîìîðôèçìîâ íàïðàâëåííîé ïðÿìîé ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìå.

Ñëó÷àé n = 3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû àôôèííûå, ò. å. êëàññ ïðÿìûõ ëèíèé èíâàðèàíò
èõ äåéñòâèÿ, ïîñêîëüêó ãðóïïà àôôèííûõ àâòîìîðôèçìîâ Rc[n] ñîâïàäàåò
ñ ðàñøèðåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû Ëîðåíöà [8]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé
àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò ïðÿìûå ëèíèè òîëüêî â ïðÿìûå. Ââåäåì òåðìèíû.

È-êîíóñ � êîíóñ, îáúåäèíÿþùèé âñå èíäóêòîðû îäíîé òî÷êè â Rc[3],
(èíäóêòîð ïîëíîé êîíè÷åñêîé èíäóêöèè).

Ñ-ëèíèÿ � ïðÿìàÿ, ïðîäîëæàþùàÿ îáðàçóþùóþ È-êîíóñà.
Ñ-ïëîñêîñòü� ïëîñêîñòü, â êàæäîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê íåêîòîðîìó È-êîíóñó.
Ò-ëèíèÿ � ïðÿìàÿ, èäóùàÿ âíóòðè È-êîíóñà.
Ò-ïëîñêîñòü � ïëîñêîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïàðàëëåëüíûìè Ò-ëèíèÿìè.
Ð-ïëîñêîñòü � ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü äëÿ È-êîíóñîâ.
Ð-ëèíèÿ � ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â Ð-ïëîñêîñòè.
Ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì îáîáùåííî ãîâîðèòü î Ñ- îáúåêòàõ, Ò-îáúåêòàõ, Ð-

îáúåêòàõ.
Ëåììà 8.1. Àâòîìîðôèçì êîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rc[n] íåïðåðûâåí â
òîïîëîãèè Rn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê r(1), r(2), . . .
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå r. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
È-êîíóñîâ (K(i)|i = 1, . . .) ñ âåðøèíàìè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ g(1), g(2), . . . è
âûñîòàìè H(1),H(2), . . . , ãäå limi→∞g(i) = r, limi→∞H(i) = 0, ïðè÷åì âñå
r(j), j > i, ñîäåðæàòñÿ âíóòðè êîíóñà K(i). Åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé âñåõ
êîíóñîâ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà r. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî àâòîìîðôèçìà u È-
êîíóñû K(1), K(2), . . . ïåðåéäóò âî âëîæåííóþ ñèñòåìó È-êîíóñîâ (u ◦ K(i)|i =
1, . . .) ñ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé u(r). Ïðè ýòîì îáðàçû u(r(j)), j > i,
ñîäåðæàòñÿ âíóòðè È-êîíóñà u ◦K(i). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî limi→∞u(r(i)) = u(r).
¤
Ëåììà 8.2. Ëþáàÿ Ð-ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ Ñ-ïëîñêîñòåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì Ð-ïðÿìóþ L. Ïî îïðåäåëåíèþ îíà
íå ëåæèò âíóòðè êàêîãî-ëèáî È-êîíóñà. Âûáåðåì òî÷êó r íà L, è ðàñïîëîæèì
òàì âåðøèíó È-êîíóñà K, íå èìåþùåãî ñ L äðóãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
Ïðîâåäåì äâå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê êîíóñó, ñîäåðæàùèå L. Ïîñêîëüêó
ëþáàÿ ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíàÿ ê È-êîíóñó , ÿâëÿåòñÿ Ñ-ïëîñêîñòüþ, òî ýòî
äîêàæåò ëåììó. Äîêàæåì, ÷òî òàêèå ïëîñêîñòè âñåãäà ñóùåñòâóþò äëÿ êîíóñà è
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó ñ âíåøíåé ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü
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V êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà K. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ïðÿìàÿ L ïàðàëëåëüíà V,
èëè � íå ïàðàëëåëüíà. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, òî îíà îðòîãîíàëüíà
îñè êîíóñà. Òîãäà èìåþòñÿ äâå îáðàçóþùèå êîíóñà K, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû
ïðÿìîé L. Ïëîñêîñòè, íàòÿíóòûå íà ýòè îáðàçóþùèå è ïðÿìóþ L � èñêîìûå
êàñàòåëüíûå. Åñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, òî èìååòñÿ èõ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ s. Ïóñòü êðóã Z ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì êîíóñà K ïëîñêîñòüþ V.
Ïðîâåäåì äâå êàñàòåëüíûå èç òî÷êè s ê êðóãó Z â ïëîñêîñòè V. Îáîçíà÷èì
òî÷êè êàñàíèÿ a è b. Êàæäàÿ èç ëèíèé sa è sb êàñàåòñÿ êîíóñà K â îäíîé èç
ýòèõ òî÷åê. Ëèíèè ra è rb ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè êîíóñà. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç
ïëîñêîñòåé òðåóãîëüíèêîâ asr è bsr ñîäåðæèò ïåðåñåêàþùèåñÿ îáðàçóþùóþ è
êàñàòåëüíóþ êîíóñà K. Ñëåäîâàòåëüíî, � ýòî êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê êîíóñó,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé sr = L. ¤
Ëåììà 8.3. Ëþáîé àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò Ñ-îáúåêò â Ñ-îáúåêò è Ð-îáúåêò
â Ð-îáúåêò òîãî æå òèïà. Ò-ëèíèÿ ïåðåõîäèò â íåïðåðûâíóþ ëèíèþ âíóòðè
È-êîíóñà (íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ïðÿìóþ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ àâòîìîðôèçìà îáðàç è ïðîîáðàç
ëþáîãî È-êîíóñà ÿâëÿåòñÿ È-êîíóñîì. Ïîñêîëüêó áèåêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà
ïî âëîæåíèþ ïîäìíîæåñòâ, ãðàíèöà (ïîâåðõíîñòü) È-êîíóñà ïåðåõîäèò â
ïîâåðõíîñòü îáðàçà. Ëþáàÿ Ñ-ëèíèÿ åñòü ëèíèÿ êàñàíèÿ äâóõ È-êîíóñîâ, îäèí
èç êîòîðûõ âíóòðè äðóãîãî (êàñàíèå ïî îáðàçóþùåé). Ýòî ïåðåñå÷åíèå äâóõ
ïîâåðõíîñòåé È-êîíóñîâ, êîòîðîå ïåðåõîäèò â àíàëîãè÷íîå êàñàíèå, ò.å. îáðàç Ñ-
ëèíèè îïÿòü Ñ-ëèíèÿ. Òîãäà Ñ-ïëîñêîñòü ïåðåõîäèò â íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ñ-ëèíèé. Íà ïðîèçâîëüíîé Ñ-ïëîñêîñòè B
âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó r è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå Ñ-ïðÿìóþ L, ïî êîòîðîé B
êàñàåòñÿ êîíóñà K. Ïî êàæäîé òàêîé ïðÿìîé Ñ-ïëîñêîñòè êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî È-êîíóñîâ, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà L. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî QL

âñåõ òàêèõ È-êîíóñîâ. Èõ îáúåäèíåíèå KL = ∪QL ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì,
îãðàíè÷åííûì ïëîñêîñòüþ B. Ïðè àâòîìîðôèçìå ýòî îáúåäèíåíèå êîíóñîâ
ïåðåéäåò â òàêîå æå îáúåäèíåíèå, à ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà ïåðåéäåò â
ãðàíèöó îáðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç Ñ-ïëîñêîñòè áóäåò Ñ-ïëîñêîñòüþ. Òàêèì
îáðàçîì âñå Ñ-îáúåêòû ïðè àâòîìîðôèçìàõ ïåðåõîäÿò â Ñ-îáúåêòû òîãî æå òèïà.

Ïî ëåììå 8.2 îáðàç Ð-ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó È-êîíóñà K,
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îáðàçîâ äâóõ Ñ-ïëîñêîñòåé, à ýòî, ïî äîêàçàííîìó âûøå,
ïåðåñå÷åíèå äâóõ Ñ-ïëîñêîñòåé, âíåøíåå ê È-êîíóñó � îáðàçó K, ò. å. Ð-ëèíèÿ.
Ïîñêîëüêó íà Ð-ïëîñêîñòè âñå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ Ð-ëèíèÿìè, òî ïðè àâòîìîðôèçìå
âñå ïðÿìûå íà Ð-ïëîñêîñòè ïåðåéäóò â ïðÿìûå. Ëþáûå òðè Ð-ïðÿìûå,
ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ îáðàçóåò òðåóãîëüíèê, ïåðåâîäÿòñÿ àâòîìîðôèçìîì â
òðåóãîëüíèê îáðàçîâ. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè (ëåììà 8.1) è áèåêòèâíîñòè
àâòîìîðôèçìà, ýòîò òðåóãîëüíèê îáðàçîâ îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ
îáðàçîì èñõîäíîé. Âñå ïðÿìûå â îáðàçå áóäóò Ð-ïðÿìûìè, ïîýòîìó îáðàç
îñòàåòñÿ Ð-ïëîñêîñòüþ. Âíóòðåííîñòü È-êîíóñà ïåðåõîäèò ïðè àâòîìîðôèçìå
âî âíóòðåííîñòü È-êîíóñà. Ïîýòîìó èç ëåììû 8.1 ñëåäóåò ïåðåõîä Ò-ëèíèè â
íåïðåðûâíóþ ëèíèþ âíóòðè îáðàçà È-êîíóñà. ¤
Ëåììà 8.4. Àâòîìîðôèçìû àôôèííû íà Ñ-îáúåêòàõ è Ð-îáúåêòàõ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ Ð-ïëîñêîñòè ýòî äîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 8.3. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ Ð-ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò êàêîé-òî Ð-ïëîñêîñòè,
òî àâòîìîðôèçì àôôèííûé íà íåé. Íà Ñ-ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê È-êîíóñó
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âõîäÿùåé â íåãî, âñå ïðÿìûå � ëèáî Ñ-ïðÿìûå, ëèáî
Ð-ïðÿìûå. Êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ïåðåõîäèò ïðè àâòîìîðôèçìå â ïðÿìûå.
Çíà÷èò, àâòîìîðôèçì àôôèííûé íà Ñ-ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç Ñ-
ïðÿìûõ âõîäèò â êàêóþ-íèáóäü Ñ-ïëîñêîñòü, òî è íà Ñ-ïðÿìûõ îòîáðàæåíèå
àôôèííîå. ¤

Ëåììà 8.5. Ëþáîé Ò-îáúåêò ïðè ëþáîì àâòîìîðôèçìå u êîíè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäèò â Ò-îáúåêò òîãî æå òèïà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ Ò-ïëîñêîñòü
P . Ïî îïðåäåëåíèþ èìååòñÿ È-êîíóñ K, îãðàíè÷åííûé ïî âûñîòå êðóãîâûì
ñå÷åíèåì Z, êîòîðûé îíà ïåðåñåêàåò ïî äâóì îáðàçóþùèì L1, L2 è âåðøèíå A.
Ïåðåñå÷åíèå L3 = P ∩ Z ÿâëÿåòñÿ Ð-ïðÿìîé. Ïî ëåììå 8.4 uL1, uL2 ÿâëÿþòñÿ
îáðàçóþùèìè È-êîíóñà uK, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî åãî âåðøèíå uA, à îáðàç
Ð-ïðÿìîé uL3 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, è ëåæèò â ïëîñêîñòè uZ. Ïîñêîëüêó âñþ
ïëîñêîñòü P ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå C-ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ L1,
è ïåðåñåêàþùèõ L2 è L3, òî uP � Ò-ïëîñêîñòü. Çíà÷èò, îáðàç ïðîèçâîëüíîé Ò-
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ Ò-ïëîñêîñòüþ. Ëþáàÿ Ò-ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
Ò-ïëîñêîñòåé, ïðè÷åì îíà ïðîõîäèò âíóòðè ëþáîãî È-êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî
ïðèíàäëåæèò ýòîé ïðÿìîé. Ñâîéñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ê âíóòðåííîñòè êîíóñà
� èíâàðèàíò ëþáîãî àâòîìîðôèçìà. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ Ò-ïëîñêîñòåé ïåðåõîäèò
â ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé èõ îáðàçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ïðîèçâîëüíîé Ò-
ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ Ò-ïðÿìîé. ¤
Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.1. Èç äîêàçàííûõ âûøå

ëåìì 8.4, 8.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàçìåðíîñòè êîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 3 âñå
àâòîìîðôèçìû èìåþò èíâàðèàíòíûé êëàññ ïðÿìûõ ëèíèé. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñëó÷àé n > 3. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ n = 3 íèãäå íå èñïîëüçîâàëî
îòîáðàæåíèå êîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ãîìåîìîðôíûé
îáðàç òðåõìåðíîãî êîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Âñåãäà � àôôèííîå îòîáðàæåíèå.

Äîïóñòèì, ýòî äîêàçàíî äëÿ n = m. Ïåðåéäåì ê n = m + 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
èíäóêöèÿ. Âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ: Rn = L{e0, e1, . . . , em}, e0 �îñü È-êîíóñà.
Ìîæíî çàïèñàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó:

Rn = L{e0, e1, . . . , em−1} ⊕ L{e0, e1, . . . , em−2, em} .

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ � m-ìåðíîå êîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè àâòîìîðôèçìå
u (èëè èçîìîðôèçìå), ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îáðàçû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ
áóäóò ïîäïðîñòðàíñòâàìè òîãî æå òèïà, ïðè÷åì, îòîáðàæåíèÿ àôôèííûå. Èç
áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ u ñëåäóåò ñîõðàíåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
Åñëè çàäàíà íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ l ⊂ Rn, òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü e1, e2 òàê,
÷òîáû l ⊂ L{e0, e1, e2} è, ñëåäîâàòåëüíî, l ⊂ L{e0, e1, . . . , em−1} (Ýòî äîñòèãàåòñÿ,
íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîé îðòîãîíàëèçàöèåé òðîéêè âåêòîðîâ e0, v, w− v, ãäå
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w è v � ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïðÿìîé l. ) Ïîýòîìó îáðàç ul áóäåò
ïðÿìîé ëèíèåé. Ýòî çàâåðøàåò èíäóêöèþ è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ¤
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